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ZALOZENIA | CELE PRZEDMIOTU

- Zapoznac ze zjawiskami fizycznymi zwigzanymi z propagacja fal
elektromagnetycznych w roznych osrodkach

- Zapoznac z podstawowymi metodami symulowania pol elektromagnetycznych

- Nauczyc¢ praktycznych umiejetnosci implementacji wybranych metod na maszyny
liczgce

razem wyktady ¢wiczenia laboratoria projekt
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6. TRESC| PROGRAMOWE

Lp. temat/tematyka zajec W, ow. T
1. | Wprowadzenie. Podstawowe informacje dot. celu 2
i metod symulacji
2. | Repetytorium z podstaw elektromagnetyzmu. 2
Rownania Maxwella i rownia falowe
3. | Przeglad podstawowych metod symulacyjnych 2
4. | Metoda Monte Carlo 2
5. | Metoda Elementow skonczonych 2
6. | Metoda Ro6znic skonczonych w dziedzinie czasu 2
7. | Realizacja programu symulacyjnego 8
Razem 12 10 - 8
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Etymologia

similis (tac.) - podobienstwo, podobny

similo (tac.) - podobnie

simulare (tac.) - udawac, upodabniac sie
uiueiornat (grec.) - nasladowac, grac role
Imitatio (fac.) - nasladowanie

Symulacja: udawanie/nasladowanie zjawiska przy

pomocy maszyny, zwykle komputera.



Historia

Herodot opisuje przebieg wieloosobowej gry, odtwarzajgcej rzgdzenie w
panstwie Medow za panowania Astiagesa ok. roku 567 p.n.e. Gtownym
uczestnikiem tej gry, odtwarzajgcym role krola byt Cyrus - przyszty krol Persji.

Pomiedzy II-l w. p.n.e. w starozytnym Rzymie uprawiano cwiczenia prawnicze
o charakterze gier, w ktorych uczestnicy wystepujgcy w rolach powoda i
pozwanego

toczyli symulowany spor sgdowy. Takie cwiczenia w sprawowaniu sgdow miaty
w

starozytnosci takze charakter zabawy.

NajwczeSniejsza wzmianka o symulacji w zastosowaniach militarnych dotyczy
wojennej gry symulacyjnej prowadzonej przez Filopojmena (253-183 r. p.n.e.),
przywodce i stratega Zwigzku Achajskiego, ktory doskonalit swojg sztuke
wojenng poprzez studiowanie i analize hipotetycznych ruchow wojsk i terenowg
ich weryfikacje.



. os Alamos

koniec lat 50-tych:
metoda czgstek,
metoda Monte Carlo
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Replacing a bad tube meant checking among ENIAC’s 19,000 possibilities.



1. Metody ciagte

Wykorzystanie funkcji ciggtych w opisie formalnym charakterystyk
zmiennych stanu systemu (zmiana stanu systemu jako funkcja

ciggta);

wykorzystanie funkcji ciggtych lub quasi-ciggtych w opisie zjawiska
uptywu czasu

2. Metody dyskretne
Wykorzystanie funkcji dyskretnych w opisie formalnym charakterystyk

zmiennych stanu uktadu (zmiana stanu uktadu jako funkcja dyskretna);
wykorzystanie funkcji dyskretnych w opisie zjawiska uptywu czasu

3. Metody mieszane (hybrydowe)

Wykorzystanie funkcji dyskretnych i ciggtych w opisie formalnym
charakterystyk

zmiennych stanu uktadu (zmiana stanu uktadu jako funkcja dyskretna i
ciggta); wykorzystanie funkcji dyskretnych, ciggtych i quasi-ciggtych w
opisie zjawiska uptywu czasu



Podstawowe cele symulacji

Prognostyczne

wyznaczenie jakosciowych lub ilosciowych charakterystyk
funkcjonowania badanego uktadu dla okreslonych warunkow
Znane: wejScie, funkcja transformacji

Nieznane: wyjscie

ldentyfikacyjne

Tworzenie jakosciowych lub ilosciowych opisow zasad (praw)
funkcjonowania badanego uktadu

Znane: wejscie, wyjscie.

Nieznane: funkcja transformacji.

Racjonalizacyjne

Wyznaczenie warunkow funkcjonowania badanego uktadu, przy ktorych
charakterystyki jakosciowe lub ilosciowe tegoz uktadu spetniajg
okreslone kryteria racjonalnosci (np. optymalizacja).

Znane: wyjscie, funkcja transformaciji.

Nieznane: wejscie.



Stosowalnos¢

Brak innych metod

Nie istniejg inne sposoby rozwigzania postawionego problemu
badawczego (np. brak odpowiednikow analitycznych rozwazanego
modelu, np. w postaci uktadu rownan rézniczkowych)

Korzys¢ ekonomiczna, wymogi etyczne lub biologiczne
Istniejg inne sposoby rozwigzania postawionego problemu
badawczego, lecz ze wzgledu na kryteria ekonomiczne (np.
energetyczne, efektywnosciowe), etyczne lub biologiczne (np.
bezpieczenstwa) uznano je za mniej atrakcyjne od metody
symulacyjnej



Zalety symulacji

- Uniwersalizm dziedzinowy

- Mozliwos¢ agregacji lub dezagregacji modeli

- MozliwosSc¢ eliminacji wptywu czynnika czasu obserwacji

- Powtarzalnos¢ eksperymentu symulacyjnego w tych samych warunkach
- Mozliwosc badan dla warunkow ekstremalnych (nieosiggalnych)

- Mozliwos¢ wykonania badan nieniszczgcych

- Mozliwosc¢ realizacji badan bez koniecznosci budowy prototypu



Wady symulacji

- Brak ogolniejszych regut tworzenia modeli dziedzinowych

- Brak uniwersalnych metod rozstrzygania o poprawnosci budowanych modeli
- Brak mozliwosci automatyzacji procedur budowy modeli

- Wzgledna czasochtonnosc¢ i duze koszty budowy modeli

- Duza wrazliwosc¢ efektow badan symulacyjnych na "btedy w sztuce”

- Nieznajomos$c¢ wartosci potrzebnych parametrow



Btedy symulacji (najczesciej popetniane)

- Niepoprawnie okreslony cel badan symulacyjnych

- Nieodpowiedni poziom szczegotowosci modelu

- Brak wystarczajgcego dowodu wiarygodnosci modelu

- Uzycie niepoprawnych metod i technik konstrukcji modelu

- Whioskowanie indukcyjne wykraczajgce poza Srodowisko
eksperymentu komputerowego



Definicje symulacji

odwzorowanie historii stanow oryginatu na podstawie historii stanow modelu

technike numeryczna stuzgca do dokonywania eksperymentow na
pewnych rodzajach modeli matematycznych, ktore opisujg przy

pomocy maszyny cyfrowej zachowanie sie ztozonego uktadu w ciggu
dtugiego okresu czasu

[Naylor 1975]

uzycie modelu w celu chronologicznego tworzenia historii jego

stanow, ktora jest traktowana jako historia stanow modelowanego
systemu

[Evans, Wallace, Sutherlan (1967)]

technika rozwigzywania problemow drogg obserwacji zachowania
sie w czasie dynamicznego modelu systemu

[Gordon (1969)]



Typowe etapy symulacji

Okreslenie uktadu, sytuacji i celu budowy modelu
Budowa modelu (konceptualizacja, formalizacja)
Przygotowanie danych wejsciowych symulacji
Programowanie modelu (operacjonalizacja modelu)
Eksperyment wstepny (ocena modelu)
Planowanie eksperymentu symulacyjnego

. Realizacja eksperymentu symulacyjnego

8. Analiza | interpretacja wynikow symulacji

9. Dokumentowanie symulacji

10. Praktyczne wykorzystanie wynikow symulacji
11. Weryfikacja

N oA LN



Cele symulacji pola elektromagnetycznego

Wi e R
= e e A i =

*
- i
g s senanaei NS

a,
",
- “ ¥ N
S A T /S
A
.\q
A

Yy

- O - - .,
. - .z. \H}“Wf\iu* .-.\...TM
o iy

:*w?
Mgy
N
/
o
.
o
7
v
A

J* /f.vf_ﬂ"_-v_,__
oA
7
=
‘:&}"
Fl
;
k
A
)
-
“n
LY
N
i "
</

AN TR A pp g
Ry E%\.q\\\\ﬂ\ﬂlp%x“

o ", T, T T T T
Mﬁffﬂ.ﬁf.**%%;w\\ﬁ\\blﬂ. #
R, | Rl xw

T R P
- W hhl.&\.n.\ﬂ..“..\“\\.”\.ll L A -

t
t oA
A

foAx
AR = o

R AAS

Pt
¥
&4

I I !
-.IA D

30

TECHNISCHE
\ UNIVERSITAT

znalezienie rozktadu 1 badanie propagacji pola e.m.

unaocznienienie zjawisk e.m.
w skomplikowanych sytuacjach

optymalizacja
uchwycenie zaleznosci



Podstawowe metody modelowania wykorzystywane w symulacjach
(w przypadku pola e.m.)

funkcji ciaglych
elementow skonczonych
elementow brzegowych
roznic skonczonych
momentow

Monte Carlo

Wybor konkretnej metody zalezy od sytuacji 1 wymaga czesto
okreslonej wiedzy, duzego doswiadczenia, a takze pewnej dozy
Intuicjl.



Przyklad (elektromagnetyczny — wg typowych etapow symulacji)

1. OkreSlenie uktadu, sytuacji i celu budowy modelu

Budowa modelu anteny Vivaldi w celu weryfikacji wptywu
geometril apertury na jej charakterystyki
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4. Programowanie modelu (operacjonalizacja modelu)

procedure Mnoz_Ar(var A: Tabl; m,n: integer; r: real);

var 1,j :integer;
begin
fori:=1tomdo
forj:=1tondo
Al jl:=ALLTT
end;

procedure Mnoz_AB(var A,B: Tabl; m,n,r: integer);
var 1,j,k :integer;

S real;
W  :array of real;
BEGIN

setlength(W,r);
FOR i:=0 TO M-1 DO
BEGIN
FOR k:=0 TO r-1 DO
BEGIN
S:=0;
FOR j:=0 TO N-1 DO
S:=S+A[i,j1*BIj.K];
W[k]:=S
/Il DIik]:=S
END;
for k:=0 to r-1 do A[i,K]:=WI[k];
/I DJi]:=DP
END
END:;

procedure Mnoz_ABC(var A,B,C: Tabl; m,n,r: integer);
var i,j,k :integer;
S real;
BEGIN
FOR i:=0 TO M-1 DO
FOR k:=0 TO r-1 DO
BEGIN
S:=0;
FOR j:=0 TO N-1 DO
S:=S+A[i,j]*Blj.K];
Cli,k]:=S;
END;
END;

function Slad(var A: Tabl; n: integer): real;
var i :integer,;
sl: real;
begin
sl:=0;
fori:=1tondo
sl:=sl+A[i,i];
Slad:=sl
end;



5. Eksperyment wstepny (ocena modelu)
6. Planowanie eksperymentu symulacyjnego
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tebokos$¢

10. Praktyczne wykorzystanie wynikow symulacji
11. Weryfikacja

dystans

glebokosé

SV




Podstawy teorii
elektromagnetyzmu
repetytorium



W rozwigzywaniu problemow polowych stosuje si¢ techniki:
e doswiadczalne
e analityczne
* NUMEryczne

Eksperymenty sg drogie, czasochlonne, bywaja niebezpieczne |
zwykle nie pozwalaja na zmiang¢ parametréw oraz warunkow —
czesto tez sa ekstremalnie trudne w realizacji

Wieckszos$¢ problemow analitycznych z zakresu elektromagnetyzmu
zostala rozwigzana do lat 40-tych ubieglego wieku

Metody numeryczne dajg rozwigzania przyblizone. Pomimo tego
faktu, sa obecnie najlepszym narz¢dziem rozwigzywania problemow
elektromagnetycznych



Najczesciej stosowane metody nieempiryczne

A. Metody analityczne (rozwiazanie doktadne)
rozdzielenia zmiennych
przedtuzen analitycznych
odwzorowan konforemnych
rOwnan catkowych
metoda zaktocen
odbi¢ zwierciadlanych
B. Metody numeryczne (rozwigzanie przyblizone)
roznic skonczonych
residuéw wazonych
metoda momentu
elementéw skonczonych
clementéw brzegowych
sieci reluktancyjnych
macierzy linii transmisyjnych i inne



Nazewnictwo metod

Réznorodne metody wzajemnie si¢ inspiruja I niektére z nich sa
czescig Innych lub ich przypadkiem szczegélnym. Istnieja rowniez
metody hybrydowe taczace w rozwiazywanym problemie elementy
roznych metod. Z tego powodu powstaja problemy z
nazewnictwem 1 klasyfikacjag metod. U r6znych autoréw te same
metody mogg nosi¢ Inne nazwy. Niektére metody stanowiace
przypadek szczegdlny innej metody sa traktowane jako oddzielne.



W 1864, James Clerk Maxwell (1831-1879),

zaproponowal jedng z najbardziej kunsztownych teorii w
historii nauki. W stawnym memoriale do Towarzystwa
Krolewskiego przedstawit dziewie¢ réwnan reasumujacych
wszystkie znane prawa elektrycznosci i magnetyzmu. Nie bylo
to zwykle skatalogowanie praw natury, ale kompletna teoria
makroskopowego elektromagnetyzmu.



Pola statyczne — tadunki, magnesy 1 petle z pradem sa nieruchome - wektory E1 H
niezalezne.
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Pola dynamiczne - ladunki, magnesy 1 petle z pradem sa ruchome - wektory £ 1 H
Sprzezone.

VD=p prawo Gaussa VB =0 brak ladunkow magnetycznych

VxH=j+= prawo Ampera VXE=- -

cl G

prawo Faradaya

-



W formie Minkowskiego rOwnania Maxwella to cztery rOwnania
rozniczkowe

VxE(rt)= —g B(r,t) Prawo Faraday’a
VxH(r,t):J(r,t)Jr%D(r,t) Prawo Ampere’a
VD(r’t):p(r’t) Prawo Gauss’a
VB(r,t)=0

Magnetyczne prawo Gauss’a

uzupeiniane przez tzw. roOwnanie cigglosci

VJ(r,t):—gt(r,t)

W jednostkach SI: E —(V/m), B —(T), H —>(A/m), D —(C/m?)



Forma Boffiego dla srodowisk polaryzowalnych 1 magnetyzowalnych

Vx E(r,t) :—gB(r,t)

w[ﬂo E;f\;f?r,t)]: ) (r,t)+%(goE(r,t)+ P(r 1))
V(&E(rt)+P(r,t))=p(r,t)
VB(r,t)=0

Formy Chu 1 Amperiana zawieraja informacje 0 predkosci
ruchomego srodowiska I nieco inng niz W formie Boffi, fizyczna
interpretacje elektrycznych | magnetycznych jego wlasciwosci



Najbardziej ogolng forme relacji konstytutywnych miedzy
polami mozna w symbolicznej formie zapisac jako:

D=DJ|E,B]
H=H[E,B
lub
D=¢E+ éH W& & C-w oél_‘odkach izotropowych
B = é’E +,LIH skalarne, w anizotropowych tensorowe
W prozni t, = 4107
D:goE o 1 50:8,854'10_12

B = f5H \ €0t -

c=2,998-10°




Sa trzy zakresy czestotliwosci dla ktorych rozwija sie techniki
numeryczne rozwigzywania problemow polowych. W zaleznosci
od stosunku diugosci fali A do wymiaru urzadzenia rozréznia sie
trzy ré6zne techniki analityczne:

Teorie obwodow (A >> |)
Teorie mikrofal (A = 1)
Optyke geometryczna (niezalezng od czestotliwosci) (A <<1)

Podstawowe prawa teorii obwodéw, ktére moga by¢
wyprowadzone z rownan Maxwell’a przez zastosowanie
przyblizenia, sa obowiazujace kiedy (A >> ).



Twierdzenie Gauss'a albo dywergencja

|F-ds=[V-F-dv
S v

Twierdzenie Stokes'a

jF.dl =jV><F-ds
I S



ELEKTROSTATYKA

Teorla EM moze by¢ traktowana jako badanie pol
wytwarzanych przez tadunki elektryczne w spoczynku badz w
ruchu. Pola elektrostatyczne sg zazwyczaj wytwarzane przez
statyczne  tadunki  elektryczne, podczas gdy pola
magnetostatyczne sa skutkiem ruchu tadunkéw elektrycznych
ze stalag predkoscia (prad staly). Dynamiczne lub zmienne w
czasie pola sa zwykle skutkiem ruchu przyspieszonych
tadunkéw lub zmiennych w czasie pradéw.



Dwa podstawowe prawa pol elektrostatycznych to wynikajace
bezposrednio z prawa Coulomb’a, prawo Gauss’a

(JSD N ;J‘pdV gdy pw S
ds =77
S

0 gdy ppoza S

oraz prawo zachowania pola elektrostatycznego

jE-dl:O
I

Stosujac do powyzszych rownan catkowych, twierdzenia Gauss‘a |
Stokes‘a otrzymuje si¢ rOwnania rozniczkowe:

divD=p rotE=0
V-D=p VxE=0

lub



Wektory D I E sa zwiazane zaleznoscia:

D=¢cE

E mozna tez wyrazi¢ przy pomocy potencjatlu elektrycznego

E=-gradV =-VV

n V:—jE.dl
I



Kombinacja uprzednich rownan rézniczkowych prowadzi do
rOwnania Poisson’a

VeVV = — L  Jezeli € = const VAV = £
E

Kiedy p = 0 rownanie pola elektrostatycznego przechodzi
w rownanie Laplace’a

VeVV =0 Jezeli € = const VZV =0



Pole elektrostatyczne




Magnetostatyka

Podstawowymi prawami pola magnetostatycznego sg prawo Ampere’a
(nazywane tez prawem przeptywu) zwigzane z prawem Biot — Savart’a

Sf)H-dI:jJ-dS
| S

oraz prawo zachowania strumienia
magnetycznego (nazwanego tez
magnetycznym prawem Gauss’a)

S(V)

B




Twierdzenia Gauss‘a I Stokes‘a jak poprzednio pozwalajg przeksztatcic
rownania catkowe w rOwnania rézniczkowe:

rotH =J VxH =J

oraz

divB =0 V-B=0

Pola wektorowe B | H sg zwigzane przenikalno$ciag magnetyczng
osrodka u (H/m).

B=uH



Rowniez wektor J zwigzany jest z E konduktywnoscia o (S/m)

J=cE polowa posta¢ prawa Ohma

Potencjal wektorowy to wektor zdefiniowany nastepujaco:
B=rot A div A=0

rotH=J B=uH rotB=ud
rot rot A= uJ
rot rot A= grad div A—V?A= ]

VEA= —uJ Rownanie Poisson’a dla pol
magnetostatycznych

Kiedy J =0 réwnanie przechodzi w rownanie Laplace’a VZ A=0



Pole magnetostatyczne




Pole stale w czasie, ale wystepujace w obecnosci pragdow, w ciatach
nieruchomych, to pole elektroprzepltywowe.

rotH =J rot E =0
divB =0 divD =0
J=0(E+E,,) divJ=0

Z tozsamosci rozniczkowe; divrotH=0=div J

Réwnaniadiv=01rotE=0
sg odpowiednikami I 1 I prawa Kirchoffa



Klasyfikacja problemow
elektromagnetycznych



Klasyfikacja problemow EM ulatwia dobor najlepsze; metody do
rozwigzania konkretnego problemu

Problemy EM mozna podzieli¢ ze wzgledu na:

obszar rozwigzania
charakter rOwnania opisujgcego problem

warunki graniczne

Te trzy zagadnienia jednoznacznie okreslajg rozwigzywany problem.
Niekiedy sg one od siebie zalezne.



Klasyfikacja problemow ze wzgledu
na region rozwigzania

Problem wewnetrzny (zamkniety, ograniczony)
Problem zewnetrzny (otwarty, nieograniczony)

Obszar rozwigzania R
otoczony granicg S




Propagacja fali w falowodzie jest problemem wewngtrznym.
Propagacja fali w przestrzeni nieograniczonej (np. promieniowanie
anteny) jest problemem zewnetrznym.

Problemy mogg by¢ rowniez klasyfikowane ze wzgledu na wlasnosci
,,konstytutywne” (o, &, 1) regionu rozwigzania.

Regiony mogg wiec byc:

liniowe lub nieliniowe (o,&,1 niezalezne lub zalezne od E 1 H),
jednorodne lub niejednorodne (o, & unie sa lub sg funkcjami
Zmiennych przestrzennych),

Izotropowe lub anizotropowe (o, &, 1 sa niezalezne lub zalezne od
Kierunku).



Klasyfikacja problemow ze wzgledu na
rozwigzywane rownanie

Rozwigzywane rOwnania moga by¢ rézniczkowe, calkowe lub
rozniczkowo-catkowe, co ogolnie mozna zapisa¢ rOwnaniem

operatorowym:
LD =(

L — operator
g — wzbudzenie lub zrddto,
® — szukana funkcja.

Przyktad.
Problem elektrostatyczny rozwigzywany roOwnaniem Poisson’a:

L=-V° operator Laplace’a,

a, P P

-V V - g=-— okreslenie zrodia,
E E

d =V potencjat elektryczny



Rownanie Poisson’a w postaci catkowe;:

yo,
V = dv
I4ﬂ5r2

wiec

dv B A
L_I4m2 9=V (D_g

Rozwazmy ogodlniejsze rownanie rozniczkowe o pochodnych
czastkowych (PDE) charakterystyczne dla probleméw EM
(limiowe, rzedu drugiego, na plaszczyznie):

2 2 2
A Gk aCI)+da;()+eéi#()+fd):g

OX°  oOxoy oy’ OX




Wspoiczynniki a, b I ¢ s3 w ogdlnosci funkcjami X 1Y, ale moga by¢
rowniez zalezne od ®. Wowczas rOwnanie jest nieliniowe. PDE w
ktorym g(x,y) = 0 nazywamy jednorodnym, a gdy g(x,y) =0
niejednorodnym.
2 2 2
Operator rozniczkowy: L =a a_ +b 0 +C @_ +d i +e ﬁ + f

OX°  oOxoy oy°  oOx

Rownanie moze mie¢ okreslone warunki brzegowe 1 poczatkowe. PDE z
okreslonymi warunkami brzegowymi to rOwnanie stanu ustalonego
(steady-state equations). Jezeli tylko warunki poczatkowe sa okreslone
to roOwnanie opisuje stan przejsciowy (transient equations.).



Kazde liniowe PDE, rzedu drugiego, moze by¢ zakwalifikowane jako:

— eliptyczne,
— hiperboliczne,
— paraboliczne,

w zaleznoS$ci od wartosci wspotczynnikow a, b, c.

Jezeli : to PDE jest .
0°—4ac<0 eliptyczne
0° —4ac >0 hiperboliczne
0° —4ac =0 paraboliczne

Terminologia wynika z faktu, ze rownanie kwadratowe o postaci
ax® +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0

reprezentuje hiperbole, parabole, lub elipse jesli (b? — 4ac) jest dodatnie, zerowe lub
ujemne.



Kazda z tych kategorii rownan modeluje okreslone zjawiska fizyczne
(nie tylko elektromagnetyczne). Rownania te opisuja niemal caly
obszar nauki 1 techniki. Matematyczny model zawarty w
analizowanym rownaniu opisuje tak rozne zjawiska jak przewodzenie
ciepta, przeptyw laminarny, wibracje, sprezystosc, elektrostatyke czy
propagacje fal.

Eliptyczne rOwnania sg zwigzane z problemami stanu ustalonego czyli
Z zagadnieniami brzegowymi.

Typowymi przyktadamai takich rOwnan sg rOwnania

R ORI )

Laplace’a + -0 2 —
v ; VP =0
‘D O°D

==0(xy) VD =g(x,Y)

Poisson’a

2-|-
ox° oy
w ktorycha=c=1,b=0



Rownanie eliptyczne zwykle modeluje problem wewnetrzny, wiec
region rozwigzania jest zamknigty lub ograniczony.

Tutaj okreslone

warunki brzegowe ‘\

R

region zamknigty



Rownania hiperboliczne pojawiaja si¢ w problemach propagacii.
Region rozwigzania zwykle jest otwarty, tak zeby rozwigzanie
rozwijato si¢ na zewnatrz do nieskonczonosci poczawszy od
warunkow poczatkowych, tak dtugo jak dlugo sg spelnione warunki
brzegowe.

Rozwigzanie rozprzestrzenia si¢ w R

A~

Tutaj okreslono \ R b Tutaj c_)kr eslono
i warunki brzegowe
warunki brzegowe region otwarty

(

Tutaj okreslono
warunki poczatkowe




Typowym przyktadem réwnania hiperbolicznego jest
jednowymiarowe rownanie falowe w dielektryku.

o°® 1 0°D
Ox* ¢ ot

gdzie:a=u?b=0,c=-1.

Nie jest rownaniem hiperbolicznym rownanie falowe dla pol
harmonicznych. W rOwnaniu tym wyeliminowana jest zaleznos¢ od
czasu 1 rOwnanie staje si¢ eliptycznym.



Rownanie paraboliczne

0°D OO

— R/ a=1b=c=0

OX’ ot

spetnia np. temperatura w srodowisku przewodzacym. Jest to wigc
rownanie przewodnictwa. Rownanie paraboliczne speiniajg takze
sktadowe E 1 H fali elektromagnetycznej w przewodnikach.
Réwnaniem parabolicznym jest rowniez rownanie dyfuzji (zaréwno
pola jak I roztworow).

Region rozwigzania rownania parabolicznego jest zazwyczaj
otwarty. Z rownaniem zwigzane sg warunki poczatkowe 1 brzegowe,
podobnie jak z rownaniem hiperbolicznym.

Jednakze do rozwigzania wystarcza jeden warunek poczatkowy dla
czasu t = 0, poniewaz rownanie jest rzedu pierwszego wzgledem
CZasSu.



Réwnania paraboliczne 1 hiperboliczne sa rozwigzywane podobnymi
technikami. Rozwigzanie rownan eliptycznych jest zazwyczaj
trudniejsze 1 wymaga odmiennych technik.

Poszczegdlne rozwazane typy rOwnan mogg by¢ skalarne lub
wektorowe, jednorodne badz niejednorodne.

Poniewaz wspoélczynniki a, b 1 ¢ sg ogdlnie funkcjami x 1 y wiec
zaklasyfikowanie réwnania moze si¢ zmienia¢ W réznych obszarach
regionu rozwiazania.

Réwnania z wiekszg od dwoch liczba niezaleznych zmiennych (X, Y, z,
t,...) mogg nie odpowiada¢ Scisle przedstawionej klasyfikacji.



Klasyfikacja rownan rozniczkowych
o pochodnych czgstkowych (PDE)

Przykiad '
Typ Znak , “ , Reglon .
rownania rozwidzanila
_ Laplace’a ,
Eliptyczne b? — 4ac<0 Zamkniety
D, + D,,= 0
. . Falowe
Hiperboliczne | b?—4ac>0 , Otwarty
u-d,,= oy
. Dyfuzji
Paraboliczne b? — 4ac=0 Otwarty
D,.= Kk O,




Typy problemow reprezentowane przez rOwnanie

nazywa si¢ deterministycznymi, poniewaz wielkos¢ szukana moze
byC wyznaczona bezposrednio.

Inne typy problemow gdzie wielko$¢ szukana nie jest znajdywana

bezposrednio, nazywa si¢ niedeterministycznymi lub zagadnieniami
znajdowania wartosci wtasnych.

Standardowe zagadnienie znajdowania wartosci wtasnych ma
postac:

LD = AD

gdzie funkcja zrodta g zastgpiona jest przez AD



Najbardziej ogolne jest uogolnione zagadnienie znajdowania wartosci
wlasnych, ktore ma postac:

LD =AMOD

w ktorym:
M podobnie jak L jest liniowym operatorem problemu EM.

W obu powyzszych rownaniach tylko pewne szczegolne wartosci A
Zwane wartosciami wilasnymi, sa dozwolone. Z tymi warto$ciami
zwigzane sa odpowiednie rozwigzania @® nazywane funkcjami
wilasnymi.

Problemy wartosci wiasnych sa zwykle spotykane w zagadnieniach
wibracji 1 falowodach, gdzie wartosci wlasne A odpowiadaja
fizycznym wielkos$ciom np. czestotliwosci rezonansu.



Klasyfikacja warunkow granicznych

Warunki graniczne dzieli si¢ na brzegowe (na powierzchni lub linii
granicznej) i poczatkowe (dla czasu t = t).

Rozwiazanie problemu polega na znalezieniu nieznanej funkcji @

Z rOwnania rézniczkowego 0 pochodnych czastkowych. @ musi
spetnia¢ rownanie

wewnatrz okreslonego regionu rozwigzania R, a ponadto speiniac

pewne warunki na granicy regionu R.

Zwykle warunki te sa typu Dirichlet’a lub Neumann’a. Gdy na granicy
obowiazujg oba typy warunkéw to mowimy 0 warunkach mieszanych.



Warunki jednorodne

Warunek brzegowy Dirichlet’a
CD(I‘):O I na granicy S
Warunek brzegowy Neumann’a
oD (r)
on

tzn. normalna pochodna @ zanikajaca na S.

=0 I na granicy S

Mieszany warunek brzegowy

6@;f]r)+h(r)q)(r)20 r na granicy S




oD (r
on

h (1) jest znang funkcja, a

jest pochodng kierunkowg

® wzdtuz zewnetrznej normalnej do granicy S. Znaczy to, ze

v ()

a, — wektor jednostkowy skierowany na zewnatrz R.

Warunek brzegowy Neumann’a jest szczegdlnym przypadkiem
mieszanego warunku brzegowego, gdy h(r) = 0.

Wymienione dotychczas warunki zwane sg warunkami
homogenicznymi (jednorodnymi).



Ogolniejsze sa warunki niejednorodne (nichomogeniczne).

Warunek brzegowy Dirichlet’a

©(r)=p(r)

Warunek brzegowy Neumann’a

ow(r)
on a(r)
Mieszany warunek brzegowy
oD (r)

P +h(r)®(r)=w(r)

gdzie p (r), q (r), and w (r) sa znanymi funkcjami na
powierzchni S.



Przyktady

®(0) = 1 jest niejednorodnym warunkiem Dirichlet’a
®(0) = 0 jest jednorodnym warunkiem Dirichlet’a
®’(1) = 2 jest niejednorodnym warunkiem Neumann ’a
®’(1) = 0 jest jednorodnym warunkiem Neumann ’a

W elektrostatyce, jesli na powierzchni S jest okreslona wartos¢
potencjatu, to formutuje si¢ warunek brzegowy Dirichlet’a,
za$ jesli na tej powierzchni znamy tadunek powierzchniowy

oV
Ps N A

to formuluje si¢ warunek brzegowy Neumann’a.



Problem znajdowania funkcji @, ktora jest harmoniczna w regionie
R nazywamy zagadnieniem Dirichlet’a, jezeli @ jest okreslone na
granicach regionu.

Problem nazywamy zagadnieniem Neumann’a, jezeli na granicach
regionu jest okreslona pochodna

on

Warto zauwazyc, ze trzy rozne obiekty okreslane s3 terminem
jednorodny:

region, jezell o, &, unie sg funkcjami zmiennych przestrzennych,
roOwnanie, jezeli g = 0,

warunek brzegowy, jeslip (r),q (r),w(r) =0



Zasada superpozycil

Jezeli kazdy element zbioru funkcjin,n=1,2,... N, jest
rozwigzaniem réwnania roézniczkowego L @ = 0 z pewnymi warunkami
brzegowymi, to liniowa kombinacja

spelnia rOwniez rownanie L@ = .



Przyktad
Problem liniowy Ld =g zNwb. M/(s)=h i=1..N

Mozna podzieli¢ na serie nastepujacych podproblemow:

LD, =g LD, =0 .. LO =0
M,(s)=0 M,(s)=h .. M,(s)=0
M,(s)=0 M.,(s)=0 .. M,(s)=0

M,(s)=0 M (s)=0 |\/|N(S.)=hN

gdzie ®,, @,, . .., ® sa rozwigzaniami problemow zredukowanych,
zwykle tatwiejszych do rozwigzania niz problem oryginalny.
Rozwiazaniem problemu oryginalnego jest ich suma N
4 p ryg g0] D — Z O,
n=0



Twierdzenie o jednoznacznosci

Gwarantuje ono, ze rozwigzanie uzyskane dla PDE z okreslonymi
warunkami granicznymi jest jedynym mozliwym.

Dla probleméw EM twierdzenie to moze by¢ wyrazone nastepujaco:
Jezeli znalezione w jakikolwiek sposéb pola E 1 H spehniaja
jednoczesnie rownania Maxwell’a | okreslone warunki brzegowe to
rozwigzanie takie jest jednoznaczne.

Dowo6d mozna przeprowadzi¢ zaktadajac istnienie dwoch rozwigzan
E,, oraz H, , i badajac ich réznice AE | AH.

Z twierdzenia Poynting’a 1 warunkOw na granicy wynika, ze jezeli
AE1AH =0, to E; =E, 1 H;=H, tzn. rozwigzania sg jednoznaczne.



Dla elektrostatyki (potencjat V):

Rozwiazanie V2V = 0 jest jednoznacznie okre$lone przez
okreslenie wartosci V lub sktadowej normalnej VV w kazdym
punkcie powierzchni granicznej.

Dla magnetostatyki (potencjat A):

Rozwiazanie V°A =0 (i VA = 0) jest jednoznacznie okre$lone przez
sprecyzowanie wartosct A lub sktadowej stycznej B = VXA w
kazdym punkcie powierzchni graniczne;.



Inne twierdzenia o jednoznacznosci

Jezeli dla danej chwili t = t, znane sg natezenia pola E 1 H w
dowolnym punkcie obszaru ograniczonego pewna powierzchnig, to
za pomocg rownan Maxwell’a mozna obliczy¢ wszystkie wielkosci
elektromagnetyczne w dowolnej chwili t. Zaktada si¢ przy tym, ze
znane s3 sktadowe styczne E | H w kazdym punkcie powierzchni
ograniczajacej od chwili poczatkowe;j t, do chwili t.

Pole wektorowe jest jednoznacznie okreslone jesli dane sg w badanym
obszarze div A, rot A oraz (0A/on)s lub (A),_,., — 0 lub A oc1/r?



Twierdzeniami o jednoznacznosci odnoszacymi si¢ do roznych pol
sg rOwniez zagadnienia Dirichlet’a, Neumann’a 1 mieszane.

Twierdzenia 0 jednoznaczno$ci sg3 W zasadzie dowiedzione dla
przypadku statych wartosci v, p, €. W przypadku $rodowisk

nieliniowych 1 anizotropowych jednoznaczno$¢ rozwigzan nie
zostata udowodniona.



Metody analityczne
(metody numeryczne doktadne)



Najbardziej zadowalajagcym rozwigzaniem problemu polowego jest
rozwigzanie analityczne.

W wigkszosci praktycznych przypadkow nie mozna uzyskac takiego
rozwigzania 1 zachodzi koniecznos¢ postuzenia si¢ rozwigzaniem
przyblizonym.

Znaczenie rozwiazania analitycznego polega gltownie na tym, ze
mozna Nim sprawdzi¢ jakos¢ metody numeryczne] uzytej do
rozwigzania przyblizonego.



Metody analityczne najczescie) stosowane w rozwigzywaniu
problemow EM

metoda rozdzielenia zmiennych (Fourier’a)

odbi¢ zwierciadlanych

metoda odwzorowan konforemnych (wiernokatnych)
metoda superpozycji potencjalu magnetycznego

metody caltkowe



Metoda rozdzielenia zmiennych

Metoda rozdzielenia zmiennych polega na zastgpieniu funkcji dwoéch
lub trzech zmiennych przez iloczyn lub sume iloczynéw funkcji
zaleznych tylko od jednej zmiennej:

H. (X, y,2)=X(X)Y(y)Z(2)

Zrozniczkowanie takiego rownania I podstawienie do np. réwnania
falowego prowadzi do trzech réwnan rézniczkowych rzedu drugiego o
wspotczynnikach statych. Kazde z tych rownan zalezy tylko od jednej
zmiennej. Rozwigzujac te rownania znajduje si¢ funkcje X, Y, Z, ktore
podstawia si¢ nastepniec do réwnania wyjsciowego. Wykorzystujac
warunki na granicy sSrodowisk znajduje sie state catkowania |
ostateczne rozwigzanie problemu.



Rownanie falowe w metalu w uktadzie kartezjanskim

Rownanie skalarne dla sktadowej x

2 2 2
oH, oH, tH, .

6)(2 ayZ 8y2 mX

(%9:2)= 2 C. X, 0V, (1)Z,(2)

Roézniczkujac H . 1 dzielae przez X, Y, Z, otrzymuje si¢
" " " 2
XY 7 N7 iy 70 ot N

X 7
+-—+
6y Z

n n n

n:O

Poszczegolne sktadniki rownania zalezg tylko od jednej zmiennej 1
spetniaja rownanie tylko wtedy gdy sg stale.



e i 7

0 n

Xr’: _Y_n”:B Z:—azzn

co daje trzy rownania rozniczkowe liniowe rzedu drugiego

X:(X) Sk Ahxn (X) =0 Yn”(y) £t BnYn(y) =0
Z/(2)—-(a’—A,-B,)Z,(2)=0

2 2 .
podstawiajac A] = — an Bn —1, otrzyma si¢
X,(x)=C,, cos B.x+C,,sin g, x=C,, sin(B,x+¢,)

Yn(y) 7 C4n C0577ny+C5n Sin nny 7 C:6n Sin (nny+Wn)

i —Z a2+,8r?+77r% Z a2+,6’r$+77§
Z:(2)—-C.e J +(38ne¢

:_Aq_B n=12...00



Podstawiajac te wyrazenia do wyjsciowej funkcji I eliminujac niepotrzebne
stale znajduje si¢ ostateczne rozwigzanie.

Zadna z wielkoéci pola nie moze wzrasta¢é do nieskonczonosci przy
wzros$cie odleglosci. Dlatego Cg,= 0. Pozostate state wyznacza si¢ z
warunkéw na powierzchniach granicznych badanego obszaru.

Rozwiazanie takie dotyczy réwniez rownania Laplace’a (V2V = 0), jezeli
podstawic¢ o = 0.



Rownanie falowe we wspotrzednych cylindrycznych

2 E,, E 2 6E. E.
2

1| V°E. — ——mr 4] | VPE. + —
r[ "or? op rzj (”[ ort g

-T%(1,E,, +1,E, +1,E,)

j+1ZV2EmZ =

I = joulo+ jos)

We wspotrzednych cylindrycznych nie mozna wyodrebni¢ oddzielnych
rownan skalarnych dla poszczegolnych sktadowych pola. Jednak w wielu
przypadkach praktycznych mozna przyjac, ze istnieje symetria osiowa
wektorow pola tzn.

OE, _ 0
op



wowczas otrzymuje si¢ quasi-troywymiarowy uktad rOwnan skalarnych

O0°E,, 10E_,
> T 2
or r or 0z

r2
2 2
0°E,, 10E,, ©°E,, En,
r.2

2
+ 0 Emr . Emr :FZEmr

+—7
or r or 0z°
2 2
8&E2mz 4+ E 6gmz 4+ aaEzmz _ FZ Emz stz
I I or Z

2
-T’E,,

Rozwiazuje si¢ je przy pomocy podstawienia
E(r.2)=R(r)-Z(z)

1 postepowania analogicznego jak w uktadzie kartezjanskim.




Zaktadajac zaleznos¢ pola od jednej zmiennej () tzn. przyjmujac

En _
0z
otrzymuje si¢ dwa typy rownan Bessela
82Emr 1 0E, 1
2 T +1_—2 Emr:O dlagE. . 1E..
op p op P fr
2
0 E;“Z+18EmZ+EmZ:O o
op p op i

Rozwigzania ogdlne moga mie¢ postac

EerCl-ll(p)+C2-iN1(p) = (-1) P e
Emz:CB'IO(p)+C4'iNO(p) () Zk:k!(n+k)!( j

gdzie I(p), N(p) — funkcje Bessela pierwszego I drugiego rodzaju 7



Metoda odbi¢ zwierciadlanych

Dotyczy pola magnetostatycznego lub elektrostatycznego w obszarze o r6znych ale

stalych parametrach materiatowych. W $rodowisku 1  réwnolegle do

Z | powierzchni z=0 biegnie przewod p; z
pradem statym |,. W obliczeniach pola w
obszarze 1 =zaklada si¢, ze W calej
przestrzeni  p,=const 1  dodatkowy
przewod p, z pradem al; ulozony
symetrycznie wzgledem usunietej
powierzchni granicznej.

W obliczeniach pola w obszarze 2 zaktada
si¢, ze W catej przestrzeni p,=const i tylko
przewdd p, z pradem fl;.

o 1 B znajduje si¢ z warunkow na granicy srodowisk

an — Dy H2t — Hlt

11



o =H2"H B = 21,
My + 1y H, + 1y

gely L, —> 00 a=1 B=0

Pole w obszarze 2 nie wystepuje, powierzchnia z = 0 jest
ekwipotencjalna 1 odbicie zwierciadlane jest idealne.

Dla dowolnego uktadu pradow w srodowisku lintowym mozna
zastosowac ogolne rozwigzanie dla potencjatu wektorowego.

:ﬂ—lj‘ldl
A r

12



46—-a

@
o
20+a

IS
W

>
o

(ez—0)-
®
o

Gdy przewdd z pradem znajduje sie miedzy dwoma
srodowiskami to powstajg odbicia wielokrotne od
obu powierzchni granicznych. W ich wyniku
otrzymuje si¢ nieskonczone ciggi przewodow z
pradem | W obszarze o przenikalnosci .

—(46-a)
—(25+a)

|®B

|®A

+@® B

_"_|_('.>A



Metoda odwzorowan konforemnych (zmienne zespolone)

Zespolony potencjal skalarny 1 wektorowy

e
Wiﬂﬁﬁ; A=A +iV,

A =1nV,

Vi (z)=u(x; y)+iv(x y)

Jezeli zalozy¢

to kazdemu punktowi z =x+ly ze zbioru Z przyporzadkowuje si¢ punkt (lub
kilka punktéw) w =u+iv ze zbioru W (odwzorowanie Z na W). Jesli w =f(z)
jest rozniczkowalna, t0 wyrazone nig odwzorowanie ma nastepujaca
wlasnos¢: dwie linie przecinajace si¢ W Z pod katem o przeksztalcaja sie w
linie przecinajace si¢ w W pod takim samym katem. Odwzorowanie takie
nazywa si¢ wiernokatnym lub konforemnym.

14



Twierdzenie:
jezeli w obszarze W zadana jest funkcja V,(w) zmiennej zespolonej

W = U+lv spelniajgca rownanie Laplace’a, oraz jesli istnieje funkcja
w(z) = u(x;y) + v(x;y) odwzorowujaca Z na W, to V,(z) przedstawia
potencjat zespolony w obszarze Z.

Metoda odwzorowan konforemnych polega na znalezieniu takiej
funkcji f (z), ktora ztozony uktad zadany, przeksztalca w uktad
prostszy, w ktorym obliczenie pola magnetycznego nie nastrgcza

trudnosci.

15



Etapy rozwiazania:

—znajduje si¢ funkcje w=f(z) odwzorowujaca zadany uktad na
plaszczyznie Z w uktad prostszy na ptaszczyznie W,

—na linilach granicznych ukladow przypisuje si¢ zadane wartosci
potencjatu,

—w uktadzie W znajduje si¢ funkcje potencjatu zespolonego V, (w) i
oblicza poszukiwane wielkosci np. strumien magnetyczny,

— za pomoca funkcji w=f(z) transformuje si¢ otrzymane wyniki do pola
na ptaszczyznie Z.

16



Przyktad: funkcja w = sin z

W = sin z = sin(x +iy ) = sin xcoshy +icos xsinh y
u =sin xcoshy V =Ccos Xsinh y

Uktady przeksztalcane przez w = sin z w pasmo miedzy dwieme

plaszczyznami:
T
8

W L= D) |

Y

|
Y

<00 A

17



Przeksztatcenie pierscienia na pasmo

Y b vy
. Z
w=1In—
R
l[)/ 7 \ X ) u
7 -21 o
h=Ih—=
R2
Podstawiajac z=re'"
: r . : I
i si w=iln—e"“ =—a+iln— O<a<2r R,<r<R
otrzymuje s1¢ R R 2 1
h R
Np. R = R il

pasma /O 27ZR21 piersciena o 27ZR21 R2 7



Metoda rownan calkowych

Gdy nieznane sa warunki na granicy srodowisk, gdyz ich ostateczny opis
zalezy od odpowiedzi srodowiska na znane pierwotne pole wymuszajace,
obliczenia wykonuje sie zazwyczaj metoda réwnan catkowych.

Zagadnienie sprowadza si¢ do rownania catkowego Fredholma rzedu drugiego
0 postaci:

Y= 006+ 2], K(x5)-y(5)-ds

gdzie: Y(X) - funkcja poszukiwana,
g(x) - funkcja dana,
K(X,S) - jadro rownania catkowego,
A - parametr liczbowy, rzeczywisty lub zespolony.

as<x<b a<s<b

19



Jezeli spetnione sg warunki:

g(x) jest catkowalne w (a,b)

max [K(x, s)] <1/[1 (b-a)]

asx,s<b

to rownanie calkowe ma jedno 1 tylko jedno rozwigzanie w przedziale
(a,b) w postaci sumy jednostajnie zbieznego szeregu Neumana:

gdzie:

20



Rozwigzanie zagadnienia metoda sum skonczonych polega na zastgpieniu caltki
W rownaniu caltkowym odpowiedniag sumg, postugujac si¢ dowolnym wzorem
catkowania numerycznego np.:

ico(X)- dx = ka::Akqo(Xk )+ olp)

Nastepnie rownanie catkowe sprowadza si¢ do ukladu réwnan algebraicznych
liniowych:

Y04)= 006+ 23 A K5, 5)-y05 )+ 40
1=123...n

Warto$¢ nieznang Ap;odrzuca si¢ i otrzymuje rozwigzanie w postaci liczb
y(X;) w punktach weztowych X;.

21



Przyblizone metody wariacyjne

Podstawowym zagadnieniem rachunku wariacyjnego jest wyznaczenie takich
niewiadomych funkcji ui(x, y) (ekstremali), zeby catka | pewnej kombinacji tych
funkcji 1 ich pochodnych przybierata wartos¢ ekstremalna.

Calka | nazywana jest funkcjonatem.
Najwicksze znaczenie praktyczne ma funkcjonat typu:

I :”F(u,ux,uy,x, y)-dxdy
Q0

_ ou ou
gdzie: U, =— u,
OX oy

za$ poszukiwana funkcja u(x, y) jest cigglta wraz ze swoimi pochodnymi w
obszarze (21 przybiera na granicy C obszaru zadane wartosci.

22



Rozwigzaniem zagadnienia wariacyjnego
| :”F(u,ux,uy,x, y)-dxdy: min
Q

jest rownanie Eulera.

Do bezposredniego znajdowania ekstremum funkcjonatlu stosuje si¢ przyblizong
metode Ritza oraz jej rozwinigcia, Kantorowicza 1 Galerkina. W metodach tych
omija si¢ rozwigzywanie rOwnan rozniczkowych przez poszukiwanie kombinacji
liniowych ciagu funkcji, ktoére od razu ekstremalizuja funkcjonat.

Celem metody Ritza jest znalezienie takiego zbioru kombinacji liniowych

n
u(x,y)=po(x, y)+ 2 ap (xy)
k=1
1 dowolnie dobranego ciggu liniowo niezaleznych w przedziale (0,C) funkcji

Do (X’ Y), §01(X’ Y), P, (X’ Y)’ cos

23



aby funkcja u realizowata minimum funkcjonatu. Funkcja spetnia przy tym
warunki brzegowe zadane dla funkcji u pozostate funkcje przybieraja wartosci
zerowe na granicy C obszaru 2.

Zagadnienie sprowadza si¢ wiec do Wyznaczenia n wspotczynnikdéw

a,,a,,...,a,

ekstremalizujacych funkcjonat, wyrazony jako funkcja tych wspotczynnikow
1 =1(a,a,,...,a,)

Wspolczynniki a, wyznaczamy z warunku istnienia ekstremum funkcjonatu |

o
0a,

/

Wyrazenie stanowi uktad n rownan o n niewiadomych.

-0 (k=12,...,n)

24



Metody réznicowe



Metody analityczne moga zawies¢ jezeli:

* PDE jest nieliniowe 1 nie moze by¢ linearyzowane bez
powaznego wpltywu na wynik,

* region rozwigzania jest ztozony

 warunki brzegowe sg mieszanych typow

« warunki graniczne sg zalezne od czasu

* osrodek jest niejednorodny albo anizotropowy

* inne komplikacje

Problemy o takiej ztozonosci mogg by¢ rozwigzywane numerycznie.



Sposréod metod numerycznych dostepnych dla rozwigzywania PDE,
metody korzystajace z roznic skonczonych sg najbardziej zrozumiate,
najczesciej uzywane I najbardziej uniwersalne.

Metoda réznic  skonczonych  zostala  zaproponowana  przez
A. Thom’a w latach dwudziestych XX wieku, pod nazwa ,,metoda
kwadratow”, dla rozwigzania nieliniowego réwnania hydro-
dynamicznego.

Od tego czasu, metoda znalazla zastosowania w rozwigzywaniu roznych
problemow polowych.

Techniki roznic skonczonych oparte sg na przyblizeniach, ktore
pozwalajg na zastgpienie rOwnania rozniczkowego przez roOwnania roznic
skonczonych. Te przyblizenia majg forme algebraiczng, wigzg wartosc¢
zmienne] zalezne) w punkcie regionu rozwigzania z wartosciami w kilku
sasiednich punktach.



Rozwigzanie problemu metodg roznic skonczonych zamyka sie w
trzech krokach:

(1) podzielenie regionu rozwigzania na siatke weztow,

(2) przyblizenie danego réwnania rozniczkowego przez
rOwnowazne rownanie roznicowe, co opowiada zaleznosci
zmiennej zaleznej w punkcie regionu rozwigzania od jej wartosci w
punktach sgsiednich,

(3) rozwigzywanie roOwnan roznicowych podlegajacych okreslonym
warunkom brzegowym 1/lub warunkom poczatkowym.

Szczegolowy sposdb postepowania jest podyktowany przez nature
rozwigzywanego problemu, region rozwigzania , 1 warunki
brzegowe.



Najczescie] uzywane wzory siatki dla problemow

dwuwymiarowych

» L B
L 9 9
(a) prostokatna, . L .
(b) skosna, (a) (b)
(c) trojkatna,
(d) kotowa.

(c) (d)



Konstrukcja przyblizenia (aproksymacji) danego rOwnania
rozniczkowego roznicami skonczonymi.

fix)

Dla danej funkcji f(X) mozna
aproksymowac¢ JeJ pochodna
(nachylenie, lub jego tangens) w
punkcie P przez nachylenie tuku
PB dane przez formule:

progresywnej roznicy funkcji

F'(x) =

L,

X — AX

Ay

f (X, +Ax)—f(X,)

AX

x”+.-'jx

¥



wstecznej (regresywnej) F(x ) ~ f(x,)— f(x,+AX)
)) =

roznicy funkcji AX

f (X, +AX) — (X, — AX)

centralnej roznicy funkcji (%)=

2 AX

Drugg pochodna f (X) w punkcie P mozna aproksymowa¢ jako:

AX AX
f (X +AX)—2f (X%,)+ f (% —AX)
AX?




Jakiekolwiek przyblizenie wartosci pochodnej przez dyskretny
uktad punktow nazywa si¢ przyblizeniem r6znicy skonczone;.

Taka interpretacja réznic skonczonych jest raczej intuicyjna.

Bardziej ogdlne wyrazenie mozna uzyska¢ z rozwini¢cia funkcji w
szereg Taylor’a.

" 1 " 1 m
f (X, +AX) = f(X,)+Ax f (xo)+ZAx2f (xo)+an3f (%) + -

1

4 1 4 m
f(X,—Ax)=f(%)—Ax f (x0)+£Ax2f (%)== A" (%y)+...



Dodajac te rOwnania stronami otrzymamy:
f (X +AX)+ f (X, —AX) =2F (X,)+Ax* £"(%,)+O0AX" +...

gdzie O(Ax)* jest bledem wprowadzonym przez obcigcie szeregu.
Moéwi sie, ze blad ten jest rzedu (Ax)* lub po prostu O(Ax)4. Co
oznacza, ze O(AX)* jest nie wiekszy niz (AX)*. Zaktadajac, ze btad
ten jest pomijalny otrzyma sie¢:

) f(X,+AX)=2F (X, )+ F (X, —AX)
o)« 10018021 (6) 10

Jest to wynik 1dentyczny jak dla rozwazan intuicyjnych.

Odejmujac rozwinigcia funkcji w szeregi, 1 pomijajgc wyrazenia
rzedu (AX)® otrzyma sie wzoOr na pierwsza pochodna jak dla réznicy
centralnej. .




Wyzsze rzedy aproksymacji uzyskuje si¢ przez uwzglednienie
wigkszej liczby elementow szeregu.

Nieskonczona liczba elementéw daje wyrazenie doktadne.

Z, powodow praktycznych szeregi sg zwykle obcinane po
wyrazeniach rzedu drugiego.

W kazdym rozwigzaniu dokonanym metodg roéznic
skonczonych wystepuje taki wlasnie biad.

10



Stosujac metode réznic skonczonych do znalezienia funkcji (X, t),
dzieli si¢ region rozwigzania w ptaszczyznie X—t na prostokaty lub

Inne siatkl o bokach Ax 1 At.
1 A&

ij+]
.
P
JA . S S
i-1,] i [i+].]
.
mI ij—1
Ax 1A '

Wspotrzedne X, t 1 funkcja ®@(x, t), w punkcie P:
X=IAX, t=JAt, 1,]=0,12...
O, =D (iAX, jAt)=D(i, j)

11



Aproksymacja pochodnych @ w wezle I, | przez centralng

roznice funkcji:
SVX
o(1+7)-o(1-T1)

O I'l=

VX,
o(1+71)-so(r)+o(1-71)

[«

Vi
!l]w S

D

T o(+T ) -5 )+o(1-T1)

12



Rownanie paraboliczne

0 O0°D
K—=—
ot OX

Rownanie dyfuzji

Ekwiwalentne roOwnanie roznicowe

kCI)(i, j+1)-@(i, j) _ O(i+Lj)-2d(i, j)+0(i-1 j)
At AX?

gdzie zostalg zastosowana progresywna formuta roznicowa dla t
| centralna dla x.

13



Rownanie hiperboliczne

, 0°® 0D
ox> ot

C Rownanie falowe

Ekwiwalentne rownanie roznicowe

o2 O(i+1, j)-20(i, j)+@(i-1j) (i, j+1)-20(i, j)+ P (i, j-1)

AX? At?

14



Rownanie eliptyczne (Poisson’a)

o°d oD
= +—=0(X,y)

VD =—
ox* oy

centralna formuta roznicowa dla  AX = Ay =h

Roéwnanie dla wezla |, |
| O(i+1 j)+@(i-1 j)+D(i, j+1)+(i, j-1) |-4D(i, j) =hg i, j)
Gdy g(i, j)=0 réwnanie Poisson‘a przechodzi w réwnanie Laplace’a

@ (i, j):%[CD(iH, H+o(i-1j)+o(i, j+1)+ (i, j-1)]

15



Schemat mozna przedstawi¢ symbolicznie :

4D (i, j)+@(i+1 j)+@(i—-1 j)+D(i, j+1)+g(i, j-1)=0

&) (1) ) C10)
\.J \. L L
(I:} ) { | (4 ) ) {:l)
7 P
O O—D)—)
(a) (b)

aproksymacja 2 rzedu  aproksymacja 4 rzedu
—200(i, j)+4| D(i+1 j)+@ (i1 j)+@(i, j+1)+D(i, j-1) |+
+@(i+1 j-1)+@(i—-1 j-1)+D(i-1 j+1)+D(i+1 j+1)=0

16



Otrzymuje si¢ uklad réwnan algebraicznych, ktérego macierz,
najczesciej, jest tzw. macierza rzadka.

Powstaje koniecznos¢ stosowania odpowiednich technik
rozwigzywania takich uktadéw rownan zarowno ze wzgledu na
btedy obliczen jak rowniez na ich szybkos¢, zwigzang gtownie z
wielkoscig dostepnej pamieci maszyny liczace;.

17



Metoda pasmowa

[Al[X]=[B]

macierz rzadka (ma wiele elementow zerowych)

' X] macierz kolumnowa nieznanych wartosci (free nodes)

B

macierz kolumnowa znanych wartosci (fixed nodes)

Rozwigzanie przez odwrdcenie macierzy

[X]=[A]"[B]

lub eliminacje¢ Gaussa

18



Roéwnanie Laplace’a

V2V =0, 0<x,y<l

z V(x,1)=45x(1 —x),
V(x,00=0=V(0,y)=V (1Y)

niech krok h =1/3

| 10 10 0
i ’ . -
0 S~ a4l -V,-V,-0=10
1) (2)
i e e 1l -V, +4V,-0-V,=10
3) O -V -0+41,-14,=0
i * * 1l
-0-V,-1,+41,=0

19



"4 -1 -1 07[V,] [10
1 4 0 -1||v,| |10
1 0 4 -1||v,| |0
0 -1 -1 4]v,| |0]

Rozwigzujac uktad przez odwrocenie macierzy
lub eliminacje Gauss’a otrzyma sie:

V,=375V,=375 V,=125V,=125



Roéwnanie Poisson’a dla pradu w wezle i,k

O°A O°A
aXZ +ay2 :_’LlJ (Xi’yk)

Po podstawieniu rOwnan roznicowych

1
A= Z(Am,k AT AL A +ﬂh2Ji,k)

Rownanie Laplace’a w obszarach bezpragdowych. Potencjat jest Srednig
arytmetyczng potencjatow w weztach sgsiednich.

Ai,k = %(Am,k T Ai,k+1 T Ai—l,k T Ai,k—l)

Rownan tych jest tyle ile wezidéw siatki objetych brzegiem.

Dla uzyskania zadawalajacych wynikow Kkonieczna jest duza liczba
weztow, a wiec | rownan. Do rozwiazania takich uktadow potrzebny jest
szybki komputer.

21



Poza metoda pasmowa do rozwigzania uktadu rownan najczesciej stosuje sie metody:
— iteracyjng (kolejnych przyblizen)

— nadrelaksacyjng

— przebiegania

— mieszang (iteracji 1 przebiegania)

W metodzie iteracyjnej weztom granicznym przypisuje si¢ zadane wartosci Ag, a
pozostaltym wartosci dowolne (np. zerowe albo oczekiwane). Nastepnie korzystajac
z uzyskanych zaleznosci obliczamy wartosci A w kazdym wezle, korzystajac z
danych wezléw sasiednich. Jest to pierwsze przyblizenie. Nast¢pnie powtarzamy
operacje tyle razy, az dla funkcji siatkowej A, w kazdym wezle uzyskamy zadana
doktadnos¢

max‘AS”l) _ Aé])‘ <g

gdzie: ] =1,2,3... numer kolejny iteracji
¢ - zalozona dokladnos¢
22



Y
V=
10 05 1+0+0+2 2+1+0+3
o V, = =0,75 V, = =15
Il 0 o > 3
+2+0+4 0+3+4+10
= V, = =2,25 V, = =4,25
3( ()7
£<0,015
4( 08
V=V,=10
Nr iteracji A Vs V3 Vy Vs Vs V7 Vg g

1 1 2 3 4 1 2 3 4
2 0,750/ 1,500) 2,250| 4,250| 0,750{ 1,500] 2,250/ 4,250/ 0,500
3 0,563| 1,125| 2,000] 4,125 0,563 1,125| 2,000f 4,125/ 0,375
4 0,422 0,922 1,813 4,031 0,422 0,922 1,813 4,031 0,203
5 0,336/ 0,789 1,691 3,961 0,336] 0,789] 1,691 3,961 0,133
6 0,281 0,704 1610] 3,913] 0,281 0,704] 1,610/ 3,913] 0,085
7 0,246/ 0,649 1,557 3,881] 0,246 0,649| 1,557 3,881 0,055
8 0,224 0613] 1,522| 3,859| 0,224 0,613] 1,522| 3,859 0,036
9 0,209 0,590] 1,499| 3,845 0,209] 0,590| 1,499| 3,845/ 0,023
10 0,200 0,574 1,483] 3,836| 0,200{ 0,574| 1,483] 3,836/ 0,015




Proces iteracji mozna przyspieszyc¢ stosujac metode nadrelaksacji tzn. zastepujgc
rOwnanie:

1

Ay = A =7 (At A+ At A

rOwnaniem
1 _ Al j
A,k — A,k T r(AS'R o Ak)
gdzie r jest tzw. wspdtczynnikiem relaksacji
Gdy r = 1 metoda relaksacji jest rtOwnowazna metodzie iteracyjne;.

Przyjecie r>1 (zwykle 1,1 - 1,3) daje znaczne przyspieszenie redukcji biedu.

Za bardziej skuteczng od metody iteracyjnej uwaza si¢ metode przebiegania

Z wykorzystaniem tzw. schematu niejawnego.
24



0
V1=1+1v2(1+0+0+2— _07 V2:2+1’2(2+1+0+3_2j:
c | 4
1 W 3+2+0+4 0+3+4+10
1 al]> v3:3+1,2( e S ) Y | v4:4+1,2( oAt —4j
T £<0,015
| 4 g
i1 Al j
V=V,=10 _ A,k _A,k +r(AsR_A,k)
r=1,2
Nr iteracji V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 Vg €
1 1 2 3 4 1 2 3 4
2 0,700] 1.400] 2.100] 4.300] 0700] 1400 2100] 4300 0,600
3 0,490] 0,980| 1.920] 4,060 0490 0980 1,920] 4060 0420
4 0,343] 0821 1,704 3982] 0343] 0821 1,704] 3982] 0159
5 0281] 0696 1611] 30909 0281 0696 1611] 3,909 0,125
6 0237] 0637| 1543] 3874] 0237 0637] 1543] 3.874] 0,059
7 0.215] 0598 1508] 3,850 0215 0598 1,508] 3,850 0,040
8 0201] 0577| 1485 3837] 0201] 0577] 1485 3837] 0,021
9 0.193] 0563] 1473] 3829] 0193 0563] 1473] 3.829] 0,013
10 0.188] 0556 1465| 3825 0188 0556 1465 3,825 0,007

1,4

4,3



lteracje Metodq V1 V2 | V3 | V4 | V5 | Vb6 | V7 V8

30 MES | 0,107{0,343( 0,989 2,826| 0,107( 0,343| 0,989] 2,826

10 MRS | 0,188] 0,556( 1,465| 3,825] 0,188 0,556| 1,465| 3,825

“
\

N :

//"",-a—'
E_m
\\

\
\;\ \

9%
ﬁi§\\\ RGN

f
\
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Natezenie pola

Potencjat Sktadowa E, Skfadowa E,

Strength Strength
— E, [W/m) E, [v/m]
5200 4470
4953 4023
| | 3718 || 3576
|| 2477 | 13129
| | 1236 || 2682
I ] | [2235
|| -1246 | [ 17&a
|| -2487 I [1341

3728

-4363

6210
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Przyktad:

Dany jest uktad dwoch dtugich przewodnikow o przekroju
prostokagtnym. Okresli¢ rozktad potencjalu wewnatrz rury.

2a

Elektroda zewngtrzna jest uziemiona.
Potencjat elektrody wewnetrznej wynosi U.

2a=100mm
2b= 50mm
c= 20mm
d= 10mm

28



2a

Potencjat ¢ spelnia
rOwnanie Laplace’a w
uktadzie wspotrzednych
prostokatnych.

Wystarczy rozpatrzy¢ model 2D

2 2
o (|2)+8q2)=0
oX® oy

29



Wystarczy obliczy¢ rozktad potencjatu w 74 przekroju:

warunki brzegowe:

¢=U

X=a—-C

¢=U y=b—d

a-C

Symetria wzgledem:

0SI X: —

oSl y: Ox

x=0 30



v, (K

h, =5 [mm]

h,=2,5 [mm]

x,(i?




92

86

80

T4

68

6?2

56

03

§7

81

75

h9

h3

57

Wezty: 1, 6, 11, 16, 21 oraz 56 +~ 61
potencjat znany U=100V

5, 10, 15, 20, 25, 26, 31, 36, 41, 46,

51+55, 92+97

potencjat znany U=0V

04

88

82

16

70

hd

58

95

89

83

17

71

f5

59

96

90

84

78

72

hh

h0

07

0]

83

79

7

f7

bl

55

50

45

40

35

30

2

54

19

44

39

34

29

22

33

48

43

gh

3

28

23

52

47

42

37

2

27

24

3l

46

41

36

31

26

25

20

13

10



Wezty 2, 3 14 warunek brzegowy B0
bk ol

Y,

czyli @: — P
h

y

—%h_%’ =0 = @;=¢;

y

:O — §02:¢7

Py — Py
h

y

=0 = ¢,=0,

wezet 7: U_zr(lpg"'%_'_@z_z:]”z?"'%z -0
X y

lub 2 1 Pg | P U

y




wezly 12, 13, 14:

.t.d.
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Rozwigzanie

VOLTAGE
VIEW : 0.0
RANGE: 100.0
_Max 1000
3 92486
e 1 871
] ™ 1 78.57
— 10 7143
T \\\ g 6429
N 7000
=N 6 4286
\\ s 31
\ L 857
\ \ } 2143
TY \ | ) 1429
) | 7.143
__DX Min 0.0
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VOLTAGE

VIEW: 0.0
RANGE: 100.0

100.0

[ i
§5.71

7857

7143
B

oL 64.29

57.14

50.00

42,86
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L xy

24

14.29

DRSALK
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VIEW : 9.739E-13
RESLT. ELE.FILED RANGE: 15647.55

(Band * 1.0E2)
1229

156.5
111.8

i [ 1453
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EX-ELECTR. FIELD VIEW : - 0377556

RANGE: 11953.72

(Band * 1.0E2)
119.5

[ 111.0
102.5
93.92
85.38
76.85
68.31
59.77
51.23
| 42,69
Wi 34.15
25.61
17.08

s
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VIEW : -5.426098
EY-ELECTR. FIELD RANGE: 13225 44

(Band * 1.0E2)

] 1323

1134
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VECTOR PLOTS
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RESLT. ELE.FILED
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W rozwigzaniu numerycznym problemu fizycznego wystepujg trzy
rodzaje nieuniknionych biedow:

 bledy modelowania,
* bledy obcinania (dyskretyzacji)
* bledy zaokraglen

Kazdy z tych bledow obniza doktadno$¢ rozwigzania.

Bledy modelowania wynikajg z zatozen przyjetych w modelu

matematycznym. Np. uktad nieliniowy moze by¢ zamodelowany
rOwnaniem liniowym itp.

Bledy obcinania wynikaja z obciecia wyrazéw nieskonczonego
szeregu Taylora. Moga by¢ zmniejszone przez zmniejszenie
oczek siatki (kroku obliczen) lub uwzglednienie wickszej liczby

wyrazow szeregu (aproksymacje wyzszych rzedow). “



Bledy zaokraglen wynikaja z doktadnosci obliczen komputera.
Moga by¢ zmniejszone przez zastosowanie arytmetyki liczb
podwojnej precyzji lub najlepiej, liczb catkowitych.
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Zalety metod roznicowych dla rOwnan eliptycznych

1. Latwa konstrukcja siatki, szczegdlnie prostokatne;,

2. Proste wzory dla siatki ze stalym krokiem,

3. Oszczedne w wymaganiach co do pamieci mc,

4. Latwa organizacja algorytmu, proste zageszczanie,
przez polowienie siatki 1 metody iteracyjne szybko zbiezne
dzieki dobremu startowi,

5. Mozna stosowac¢ do osrodkow niejednorodnych
1 anizotropowych oraz do osrodkdéw nieliniowych.
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Wady metod réznicowych dla rownan eliptycznych

1. Klopoty z dopasowaniem siatki do obszaru,

2. Trudnos$ci z warunkami brzegowymi 1 zwigzana z tym cz¢sto
utrata doktadnosci,

3. Koniecznos¢ rownomiernego podzialu 1 zwigzana z tym duza
liczba weztow,

4. Poprawa doktadnosci obliczen w zasadzie tylko przez
zageszczenie podziatu.
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Metoda elementow
skonczonych

Przygotowane na podstawie: Ludwik Antal, Numeryczna analiza pdél elektromagnetycznych
za zgodq Autora



Metoda elementéw skonczonych (MES) [Finite element method
(FEM)] ma swoje zrodto w analizie strukturalne;.

Jej podstawy stworzyt Courant juz w 1943 r., ale metoda jest

stosowana w rozwigzywaniu zagadnien elektromagnetycznych od
roku 1968.

Metoda roznic skonczonych (finite difference method - FDM) |
metoda momentow the (method of moments - MOM) to metody
koncepcyjnie prostsze 1 tatwiejsze W programowaniu niz metoda
elementow skonczonych. Jednak MES jest metoda zdecydowanie
silniejsza 1 bardzie] uniwersalng W rozwigzywaniu problemow 0
ztozonej geometrii 1 niejednorodnych srodowiskach. Aplikacja
MES stworzona dla okreslonej dyscypliny latwo moze by¢
zastosowana do innej.



Zasadnicze etapy analizy MES

* dyskretyzacja regionu rozwigzania skonczong liczbg

subregionow lub elementow,

e wyprowadzenie rownan dla typowego elementu,
e ztozenie wszystkich elementow w regionie rozwigzania,

* rozwigzanie uzyskanego uktadu rownan.



Rozwiazanie problemu za pomoca metody elementéw skonczonych
wymaga nastepujacych czynnosci:

i

Analizowany obszar dzieli sie na pewna skonczona liczbe
geometrycznie prostych elementow, tzw. elementow skonczonych.

Zaklada si¢, ze sa one potaczone ze sobg w skonczonej liczbie
punktow znajdujacych si¢ na ichobwodach. Najczesciej s to punkty
narozne - N0Szg one nazwa Weziow.

Obiera si¢ pewne funkcje jednoznacznie okreslajace rozkiad
analizowanej wielkosci fizyczne] wewnatrz clementow skonczonych,
zaleznie od wartosci tych wielkosci fizycznych w wezlach. Funkcje
te nosza nazwe funkcji weztowych lub funkcji ksztattu.

Réwnania rézniczkowe opisujace badane zjawisko przeksztatca sie,
przy pomocy tzw. funkcji wagowych, do algebraicznych réwnan
metody elementéw skonczonych.



Na podstawie réwnan metody elementéw skonczonych przeprowadza sie
asemblacje ukladu réwnan, tzn. oblicza sie wartosci wspotczynnikow stojacych
przy niewiadomych oraz odpowiadajace im wartosci prawych stron.

Jezeli rozwigzywane zadanie jest niestacjonarne, to w obliczaniu wartosci prawych
stron wykorzystuje sie¢ dodatkowo warunki poczatkowe. Liczba rownan w ukladzie
jest rowna liczbie weztéw przemnozonych przez liczb¢ stopni swobody weziéw,
tzn. liczbe niewiadomych wystepujacych w pojedynczym wezle.

Do ukladu réwnan wprowadza sie warunki brzegowe przez wykonanie
odpowiednich modyfikacji macierzy wspotczynnikow uktadu rownan oraz wektora
prawych stron.

Rozwiazuje sie uklad réwnan otrzymujac wartosci poszukiwanych wielkosci
fizycznych w weztach.



7. W zaleznosci od typu rozwiazywanego problemu, lub potrzeb, oblicza si¢
dodatkowe wielkosci (energie, sity, impedancje itp.).

8. Jezeli zadanie jest niestacjonarne, to czynnosci opisane w pkt. 5,6, 718
powtarza sie az do momentu spetnienia warunku zakonczenia obliczen.

Moze to by¢ np. okreslona wartos¢ wielkosci fizycznej w ktoryms z weztow,
czas przebiegu zjawiska lub inny parametr.



Definicja:
Element skonczony jest prosta figurg geometryczng (ptaska lub
przestrzenny), dla ktorej okreslone zostaly wyréznione punkty zwane
weztami, oraz pewne funkcje interpolacyjne stuzace do opisu rozkladu
analizowanej wielkosci w jego wnetrzu I na jego bokach.

Wezly znajduja sic¢ w wierzchotkach elementu skonczonego, ale moga
by¢ réwniez umieszczone na jego bokach 1 w jego wnetrzu. Jezeli wezty
znajduja sie tylko w wierzchotkach, to element skonczony jest nazywany
elementem liniowym (funkcje iInterpolacyjne sa witedy liniowe). W
pozostatych przypadkach mamy do czynienia z elementami wyzszych
rzedow.



Funkcje interpolacyjne nazywa sie funkcjami weztowymi, badz
funkcjami ksztattu.

Rzgd elementu jest zawsze rowny rzedowi funkcji interpolacyjnych
(funkcji ksztattu).

Liczba funkcji ksztaftu w pojedynczym elemencie skonczonym jest

rowna liczbie jego weztow.

Funkcje ksztaftu sg zawsze tak zbudowane, aby w weztach ktorych
dotycza ich wartosci wynosity jeden, a w pozostatych weztach
przyjmowaty wartosc¢ zero.



Typowe elementy jedno-, dwu- I trojwymiarowe

*—@
2-wezlowy
element liniowy

()

o
3-we zlowy B-wezlowy 5-weZtowy 4-weziowy
trojkat trojkat prostokat czworokat
(b)
4-weziowy B-weztowy
CZWOrscian szescioscian

(c)



Rozwiazanie rownania Laplace’a

&

—I"-'-'-

=
o

Granica

3 Aproksymacja
~ogranicy

1 Mrwezta

'ﬂ,‘ Mr elermentu

ib) X

VA =0

Dyskretyzacja
Aby znalez¢ rozklad potencjatu V
(X, y) w dwuwymiarowym regionie
rozwigzania, dzielimy si¢ go na
tzw. elementy skonczone.

Elementy 6, 8, 1 9 to 4-wezltowe
czworokaty, a pozostate 3-weztowe
trojkaty.

Dla utatwienia obliczen w praktyce
stosuje si¢ elementy tego samego typu,
dlatego lepiej elementy czworokatne
podzieli¢ na trojkaty.
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Szukamy aproksymacji dla potencjatu V, wewnatrz elementu e |
nastepnie zaleznosci rozkladu potencjatu od roznych elementow, jako

ze potencjat jest ciggly poprzez granice miedzyelementowe.
Aproksymacja rozwigzania dla catego regionu:

Vo = Z_:Ve(x, y)

N jest liczbg elementéw trojkatnych

Najpopularniejsza formg aproksymacji V, wewnatrz elementu jest
aproksymacja wielomianowa:

dla trojkata Ve(X, y) = a8+ Bt Cy

dla czworokata Ve(X, y) — a + bX -+ Cy—|— dxy

11



Potencjat V, wewnatrz elementu jest niezerowy, ale
Zerowy na zewnatrz.

Zauwazmy, ze zalozenie liniowej kombinacji potencjatu
wewnatrz elementu trojkatnego jest rOownowazne przyjeciu, ze
pole elektryczne wewnatrz elementu jest jednorodne tzn. ,

g vy 0y 0,

e__

a, |=—(ba,+ca,)

OX o
a, 1 a, — wektory jednostkowe

E — b E —-c¢C

X y

12



Wyprowadzenie rownan dla typowego elementu

A

Potencjaly V., V.o, 1 V5 ¥
opisane sg rownaniem:

V.(X,y) = a + bx + cy

Vel 1 Xl yl d
Vez =11 x YV, b
_Ve3 7 _1 X3 y3 AL C i

-

13



Wspotczynniki a, b I ¢ s3 okreslone rownaniem poprzednim, jako

Podstawiajac to do rownanie na V, otrzymamy

1
¥ y]ﬂ

lub

X

2

|l
N = i =

X
X

3

XY — XY,
Y2 T y3
X3 — X

3
Ve = Z ai (X1 y)vei
i=1

Y1
Y,
Ys

XY =X Y3

el

Ys

Vel
Ve 2
V

e3

= i

X1 _X3

XY, =X
y1 S y2
Xz T X1

<

8

<

e

<

€
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a; — lintowe funkcje interpolacyjne (funkcje ksztattu)

1

g 2A[(xy3 Yo )+ (Vo= ¥ ) X+ (% =%, ) ¥ |
1

a, = 2A (Xyl x1y3)+(y3—y1)x+(x1—x3)y]
1

@ = (Y2 =¥+ (V1= Y2 ) X+ (6 = %) Y |

15



Funkcje ksztattu majg nastepujace wiasnosci:
ldlai=j
o= B
0 dlai=]

1
o, = ﬁ[(xzﬁ - X3Y2)+(Y2 — YS)X‘I'(XS — Xz)Y]

Dlax=x,1y=y,

1 2A
o) = ZA[( 2 Y3~ 3Y2)+(X1Y2_X1Y3)+(X3y1_X2Y1)]:ﬂ:1

Dlax=x,1y=Y,

e

16



]

a2

3

1

=y

.
24

-

el

[(x2y3 —x3y) + 02 — ) x +(x3 —x2)¥] .

(x3yi —x13) O3 —y)x + (x1 — x3) y]

!
. 0
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,,A” jest powierzchnig elementu € (pole powierzchni trojkata)

1 X
2A=11 X,
Lo

Y
Y,
Ys

T (X1Y2 _X2y1)+(X3Y1 —x1y3)+(x2y3 _Xsyz)

AZ%[(XZ —Xl)(y3 & yl)_(XS _Xi)(yZ _Y1):|

,,A” jest dodatnie jezeli
numeracja weztow jest
przeciwna do ruchu
wskazowek zegara

y &

[
(4. ¥

Fam

i
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Przyktady funkcji ksztattu

19



Funkcjonal korespondujacy z rownaniem Laplace’a,
AV = 0, jest dany przez energie pola

1 1
WE :EJ-E‘EE‘Z dS :EJ-E‘VE‘Z dS

Podstawowym zagadnieniem rachunku wariacyjnego jest wyznaczenie takich niewiadomych
funkcji ui(x, y) (ekstremali), zeby catka | pewnej kombinacji tych funkcji i ich pochodnych
przybierata wartos¢ ekstremalng. Catka | nazywana jest funkcjonatem.

Najwigksze znaczenie ma funkcjonat typu:

| :”F(ui,x, y)dxdy

Typowe zagadnienie wariacyjne:
| =min

Poszukuje si¢ kombinacji liniowych ciagu funkcji, ktoére od razu

ekstremalizuja funkcjonat. 20



Z fizycznego punktu widzenia funkcjonal IV, jest energia
przypadajaca na jednostke dlugosci zwigzang z elementem E.

3

Z roOwnania V= Z . (X, y)Vei

wynika

wtedy funkcjonat

W, = lZB:ZB:EVEiVEj IVaiVa.dS

21



Jezeli oznaczy sie:

CijE :JVaiVade

to funkcjonal mozna zapisa¢ w formie macierzowej jako

W, :%g[vE]T [CET[Ve ]

gdzie macierz wspotczynnikow elementu
_V . [ ~E E B
& Ch G, Cp
= E E E E
VE = VE2 [C :| = C21 C22 C23
E E E
_VE3 - _C31 Cy, Cy =




C;; moze by¢ uwazany za sprzezenie
miedzy weztami i, j. Na przyktad

“m /Tf’&fl Var dS

]
= 5 1{¥2—¥3){y3 —»¥ 3 2)(x] — x3)] i
4 A2 =A
| [ |
e 3 T A G e Sl (8 S w8 s, 3,18 = B 3 it
44 :
podobnie
I :
C;‘tﬂj_ﬂ[h PR S T e ol e T SR GAnN suuy o S Shner s sl TRl
- I
gl i RS VPR T GRS B G eI o
23 -M[ yiyiyr —» l 3) (x2 1]
C}*[“ — i (v2 — 1) + (x3 —,x-g}f_ ;
4A L~ 3 |
2 I [ “ B
C-f_:i’:— T Bl S e e oy s
=it —-I-A -n.- ..l- ] - i
5 B 3 23
sy )R R e )
a4 _1_{_11 _-l W = ] |




Asemblacja elementow

Energia zwigzana z kompletem elementow

Gdzie

V=

N
W %E[v]*‘[c?][v]

e=]

n jest liczbg weztow, N jest liczba elementow,

[C] to tak zwana globalna macierz
wspolczynnikow ktora jest zestawem macierzy
wspotczynnikow indywidualnych elementow.

24



Rownanie energii uzyskano dla zatozonej jednorodnosci regionu

(e=const). Jezeli

region jest niejednorodny to dzieli si¢ go na elementy

tak w taki sposob aby kazdy element skonczony byt jednorodny.

y

A

Medium 1

Medium 2

25



W takiej sytuacji, rOwnanie
1 2 1 2
We == [&|Ec[ dS == | e[ dS
2 2
jest nadal obowigzujace, ale rownanie

W, :%g[vE]T [CET[Ve ]

nie moze by¢ stosowane poniewaz & zmienia si¢ 0d
elementu do elementu.

By pokona¢ t¢ trudnos$¢ trzeba zastapi€¢ & przez g, |
pomnozy¢ funkcje podcatkowa przez ¢, .

26



Proces sktadania macierzy wspotczynnikdéw w macierz globalng.

Niech siatka elementow skonczonych sktada si¢ z trzech elementow.

&k



Globalna macierz wspotczynnikéw ma rozmiar 5x5 poniewaz siatka ma 5 weztow (n = 5).

Ciq
Cay
el 1o
Cy
Cs)

C;; Jest sprzezeniem migdzy

Cig Cys
Cyy Cps
C3a Css
Cqq Cys
Csq Css

a2 =

e Laa

oy oy Oy Oy O
g Lag' 0 Lag o Ladi Lad

3 b3 a3 a3 a

|

weztami | - | . Wyznacza si¢ Cij

wykorzystujac fakt, ze rozklad potencjatu musi by¢ ciggly na granicy
mi¢dzyelementowej. Wkiad w 1, ] wyrazu macierzy [C] pochodzi od
wszystkich elementéw zawierajacych wezty 1 oraz j.

Na przykiad: elementy 1 i1 2 majg wspolny wezet 1, stad

f_]l—f_

~i 13

+E”

28



Wezet 2 nalezy tylko do elementu 1, stad C22 — C31)3
Wezet 4 nalezy do elementow 1, 2, 1 3; wiec C44 = ng =h C§3 + C§3
Wezty 1 14 nalezg jednoczesnie do elementow 1 1 2; stad
C,=C,= 112 + 123
Poniewaz nie ma sprzezenia migdzy weztami 2 1 3,
Cp=Cy, =0

Kontynuujac takie postepowanie - analiz¢ siatki - mozna wyznaczy¢ wszystkie
wyrazy globalnej macierzy wspotczynnikow

29
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W globalnej macierzy wspotczynnikow [C] jest 27 wyrazow (9 dla
kazdego z 3 elementow)
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Wiasnosci macierzy [C]

1. Symetria (C; =C;;)

2. C;; =0 - brak sprzezenia migdzy weztami 1 1] - dla duzej liczby
elementow [C] macierz ta jest zwykle rzadka.

3. Jesh wezty sa odpowiednio numerowane macierz [C] jest jest
pasmowa. Mozna dowiesc, ze:

-
3

Y Y =0= Z C;?

i=]

3. Macierz jest osobliwa. Chociaz nie jest to oczywiste mozna to
udowodni¢ przy uzyciu macierzy wspotczynnikow elementu.
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Rozwigzanie rownania falowego

Typowym rownaniem falowym jest niejednorodne, skalarne rownanie Helmholtz’a

VD +k*D =g

gdzie @ jest szukang wielkoscig polowa (np. dla problemu falowodu, @ = H, lub E)),
g jest funkcja zrodtowa, i k = wVue jest liczba falowa srodowiska.

Mozliwe trzy przypadki szczegolne:

k = g =0 rownanie Laplace’a

k=0  rownanie Poisson’a

g=0  jednorodne, skalarne rownanie Helmholtz’a

32



Rozwigzanie niejednorodnego rownania falowego znajduje si¢ minimalizujac
funkcjonal

(D) = %jqu)f —k*D? + 2ag}d8

Jezeli musza by¢ spetnione inne niz ,,naturalne warunki brzegowe
(warunek Dirichlet’a albo jednorodny warunek Neumann’a)

to odpowiednie warunki muszg by¢ dodane do funkcjonatu.

Potencjat @1 funkcje zrodtowa g mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji ksztattu
wewnatrz elementu trojkatnego

D_ (X, y)=23:aid)i Oe (X, y):ZaigEi

gdzie @, and gg; sa, odpowiednio, warto§ciami @1 g W punkcie
weztowym | elementu E.
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Dla pojedynczego elementu funkcjonat ma postac:

1 S k2 REshe
(@)=232 @ Py [[Vavads e [[ v ds +

T e
e

+ZZCDEigEjJ aiade =

ey

Lo [ o] o] [T o]+ o] [r¥]led
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Réwnanie wyprowadzone dla pojedynczego elementu moze by¢ zastosowane do
wszystkich N elementéw w regionie rozwigzania.

|(CD)=EZN_;|(CDE)

W postaci macierzowej:

gazie: D]=[D,D,..D,]

G = :911 g, ... Oy ]T

[C], 1 [T ] sa globalnymi macierzami zawierajagcymi odpowiednie macierze
lokalne [CF] i [TE].
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Rozpatrzmy przypadek specjalny, w ktorym funkcja zrodtowa g = 0. Jezeli
najpierw sg numerowane wezty o szukanym potencjale, a pdzniej o potencjale
znanym, to mozna napisac

C C ) : S s )
| :E[(DF(DP]l: FF FP:H: F}_k_[q)Fq)P]{ == FP:H: F:|
2 Coe  Cop || Ps 2 Toe  Top || D5

ol
Biorac oD =0
F

B M

s e |:CFF _kZTFF:|CDF =0

q)F
[cFFch]LD

P
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Mnozac lewg strong przez 1/T - otrzymuje si¢
=] 2 i
Po podstawieniu
AT kKo XD

otrzymuje si¢ standardowy problem na wartosci wilasne:
(A=A1)X =0

gdzie | jest macierza jednostkowa.

Do wyznaczenia konkretnej lub wszystkich wartosct wlasnych 44, 4,

,,,,,

At |

wektorow wiasnych X, X,, . . ., X ¢, gdzie n, jest liczbg wezléw o szukanym

potencjale moga by¢ zastosowane dowolne procedury standardowe.
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Automatyczna generacja siatki

Najprostszy generator siatki dla obszarow prostokatnych.

Jednym z bardziej czasochtonnych problemow w stosowaniu FEM jest
przygotowanie danych. Wydajne programy FEM muszg dysponowac schematem
generowania weztow i elementow nazywanym generatorem siatki (mesh
generator). Automatyczna generacja siatki minimalizuje dane wejSciowe
wymagane do opisania problemu, redukuje czas potrzebny na przygotowanie
danych, eliminuje btedy cztowieka. Kombinacja programu automatyczne;j
generacji siatki z grafikg komputerowa jest szczegolnie cenna poniewaz wynik
moze by¢ monitorowany wizualnie.

W A

b . : :
: i Prostokatny region rozwigzania ma
Ay

// / wymiary a x b jak na rysunku,
g i
S v

{:]"'i_l"'i—i"'

MAx : i'u-;: AX 38

Celem jest podziat regionu na
elementy prostokatne, z ktorych kazdy
nastgpnie zostanie podzielony na dwa
elementy trojkatne.

G
NANAN

Esl |



Niech n, I n, sa liczbami podziatlow w kierunkach X 1y. Catkowite liczby
elementow n, 1 wezlow ny sa:

n,=2nn,
n, =(n, +1)(n, +1)

W celu znalezienia globalnych wspotrzednych (X, ¥ ) dla kazdego wezta, potrzebna jest
tablica zawierajgca Ax;,1=1,2,...,n 1 4y;,]=1,2,...,n, odleglosci migdzy
weztami w kierunkach X 1 Y.

X

Jesli kolejnos¢ numerowania weztow biegnie od lewej do prawej wzdtuz poziomych
rzedow 1 od dotu ku gorze wzdtuz pionowych rzedow, to pierwszym weziem jest
poczatek uktadu (0,0). Nastepny wezel otrzymamy gdy X — X+ Ax; a y = 0 pozostaje
niezmieniony. Nastepny wezel ma X — X + AX,, y = 0, 1 tak dalej az AX; zostang
wyczerpane. Nastepny, drugi poziomy rzad rozpoczyna sie od X =0,y — Y + 4y, 1 X
rosnie dopoki nie wyczerpig si¢ AX; . Proces ten jest powtarzany az do osiggni¢cia
ostatniego wezta (n, + 1)(n, + 1) tzn., kiedy Ax; 1 Ay; sa wyczerpane jednoczesnie.

Prezentowana procedura pozwala na generacje jednorodnej 1 niejednorodnej siatki.
Siatka jest jednorodna jezeli wszystkiel Ax: sa rowne 1 wszystkie Ay; sg rOowne; w
przeciwnym przypadku jest niejednorodna. 39



Preferowana jest siatka niejednorodna jesli z géry wiadomo, ze szukany
parametr zmienia si¢ gwaltownie W okreslonych czesciach regionu
rozwigzania. Siatka taka pozwala skoncentrowac¢ relatywnie mate elementy
W rejonie gwaltownych zmian parametru. Rejony takie sa czesto
przedmiotem najwickszego zainteresowania. Gdy brak wstepnej wiedzy o
szybkich zmianach szukanego parametru, moze by¢ uzyta siatka jednorodna.

W takim przypadku
e R
Ay, =Ay, =...=h,
gdzie h,= a/n, 1 h,=b/n, .

W niektorych przypadkach potrzebna jest rowniez lista weziéw 0 okreslonym
potencjale. Jezeli zalozy¢, ze wszystkie punkty graniczne majg okreslony
potencjal, to liczba n, okreslonych weztow jest

n,=2(n,+n,)

Prosta droga uzyskania takiej listy punktow granicznych jest
ponumerowanie punktow na dolnej, prawej, goérnej | lewej 40
krawedziach prostokatnego regionu, w takiej wtasnie kolejnosci.



Procedure generujacy jednorodng lub niejednorodng siatke w regionie prostokatnym
mozna tatwo zaprogramowac. Jesli potrzebna jest siatka jednorodna, to wymaganymi
parametrami wejSciowymi bedg a, b, n,, I n,. Jezeli wymagana jest siatka niejednorodna

potrzebne beda dane: n,, ny,AXi, Vel S ij,j =1,2,...,n,. Wyjsciowymi

parametrami bedg ng, Ny, N, lista potaczen, globalne wspotrzedne (X, y ) kazdego wezla,
1 lista okreslonych (o znanym potencjale) weziow.

Dla regionéw 0 ztozonych (dowolnych) ksztaltach istnieje wiele opisanych w literaturze
algorytméw 0 roznym stopniu automatyzacji.

Podstawowe kroki algorytmow:
* podziat regionu rozwigzania na kilka czworokatnych blokow,
» oddzielny podzial blokéw na elementy,

* potaczenie poszczegolnych blokow.
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Definicja blokow

Region rozwigzania jest dzielony na czworokatne bloki. Poddomeny o r6znych
parametrach konstytutywnych (o, & 1) musza by¢ reprezentowane przez
oddzielne bloki. Jako dane wejsciowe podaje si¢ topologie bloku i wspotrzedne
osmiu punktow opisujacych kazdy blok. Czyli kazdy blok reprezentuje oSmio-
weztowy kwadratowy, 1zoparametryczny element. W naturalnym uktadzie
wspolrzednych (¢, #), wspoltrzedne X 1y sa

5

X(&, 1) = Zai (&)X

y(é,n)=zai(§,n)yi

s 1

gdzie o;(& ) jest funkcja ksztattu 1, a (X;, ¥; ) sa wspotrzednymi wezta |
definiujgcymi granice czworokatnego bloku.
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Funkcje ksztattu dla naroznych weztow

o =g (re) L) +m+y) [

i=1,357 s &
1 dla weztow srodkowych boku ] |-| : |
(-1,-1) M=
_1 2 2 1 2 e i
Q; —Efi (1+§§i)(1+77 )+§77i (1+7777i+1)(1 = ) i=2,4,6,8

Wiasnosci funkeji ksztattu

Z a;(&,n) =1
=1
s Sa kwadratowe wzdtuz krawedzi
= elementow (&= +£1, n = £1).
(&, 1) :{O -
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Podzial blokow

Dla kazdego bloku okresla si¢ Ny x | Npjy v » liczbg elementéw podziatu w
kierunku &1 . Okresla si¢ rowniez wspotezynniki wagowe (W, ); 1 (W),
pozwalajace stopniowac siatke w bloku. Okreslajgc te parametry trzeba
zapewni¢ zgodnos¢ podzialow na polaczeniach sgsiednich blokow.

Naturalne wspotrzedne sg powickszane odpowiednio do wartosci

fogeoril B W=D (W)

W] F =
2(\/V77)i : NDIVX
= T Wy = 2, W)

. 1 dla elementow liniowych
|2 dla elementéw kwadratowych
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Dopuszczalne sg trzy typy elementow:
(a) liniowe, czterowe¢ztowe, czworokatne,
(b) liniowe, trojweztowe, trojkatne,

(c) kwadratowe, oSmioweztowe, 1zoparametryczne.

Po podzieleniu kazdego bloku 1 oddzielnym ponumerowaniu jego punktow
weztowych nalezy potaczy¢ bloki 1 ponumerowac wezty unikalnie
(Jednoznacznie). Jest to osiggane przez poroOwnanie wspotrzednych wszystkich
punktow weztowych 1 przyporzagdkowanie tego samego numeru wszystkim
weztom o 1dentycznych wspotrzednych. Tzn. porownuje sie wspotrzedne
wezla 1 z wspotrzednymi wszystkich pozostatych weztow, nastepnie wezta 2 z
wspotrzednymi wszystkich pozostalych weztow, 1itd. Az wszystkie
powtarzajace si¢ wezty zostang wyeliminowane.
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Wynik zastosowania takiej procedury

Wil
L -
i .
-
. .
| fiw L
I3
[
L -
L | =
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i%

T

Nt

NeENT

LN
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Siatka generowana automatycznie w programie QuickField
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Catkowa posta¢ rownan Maxwella w metodzie MES

§E-d|z—”dAﬂ§(H-n)

A = i ||;§ v. H 5
: oy <j‘>H-d|:j dA| e—(E-n)+J,+c E-n
‘ ot
] ’ -. '77
i 7 ; ;
e Ay[/] Aylj+1]
_27 E
12 —
), / =
SnEaan ST S SR B g
: v H.[ij k]
\ 4 E _______________________ P:
Ny R RRTIRGRER] AR Wty IRl e 3 E
E [ij.k]
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IntH 20, k] = {H2i-1, j -1k —1]+ HI"¥2]i, j—1 k —1]+
+H2[i-1, . k=1]+ H}*2[Q, j k=1]-H}*2[i,-1j k] +
—HI20, k] - Hy ¥ [i-1, j-Lk]-Hy™¥2[i, -Lk]} Ay[ ]/ 4+
+{HIi=-1, ]k =1]+ H™2 i, jk—1]+ HI2[i-1, k] +
M TRl R Rl e R
—HI2[i-1, j-Lk =1]-H!"*¥?[i, j -1,k -1]} Az[K]/ 4

IntE [i, j,k]={E][i, k] +EJ [i +1, j,k]+E}[i, j+1 k] +
+EClt L LKl EL kel Eo el k3 1]+
—Ep[i, j+Lk+1]-Ep[i+1, j+Lk+1]} Ay[j]/ 4+
+{Ez"[i, j+Lk]+E i+ j+Lk|+E][i, j+Lk +1]+
+E; [i+1 j+Lk+1]+E}[i, j,k]-E][i+1, j,k]+

—E][i, j.k +1]-E][i+1, j, k +1]} Az[k]/ 4
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1

1
H, 2[i, j.k]=H, 2[i, j.k]-

INtE" i, i,k
MUuA, e

gdzie

MuA, = [(,u[l j k] +ui+1 j.k])Ay[ j]Az[k]+

(fi, J+L K]+ pfi+1 j+1K])Ay[ j+1]Az[k]+

(e[l J k+2]+ i+, j,k +1]) Ay[ j]Az [k +1]+
[

]
(fi, J+Lk+1]+ pfi+1 j+1k+1])Ay j+1_AZ[k+1U

Krok czasowy musi speinia¢ kryterium Couranta

- Ax[i] Ay|j] Az[K]
- (vm ik v[k]j
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FDTD
finite differential time domain

metoda réznic skonczonych w dziedzinie czasu



Rownania Maxwella

Réwnania Maxwella moga mie¢ postaé zarowno rozniczkowa

jak 1 calkowa. Metoda FDTD bazuje na formie rézniczkowe]

o5 _

i PISAR A e it
= VxH =] a‘[_\[D-dA:ql‘)H-dl—jJJ-dA

Osrodek musi byc¢:
e [inlowy

* IzOtropowy

* bezdyspersyjny



Zatozenia te pozwalaja na postugiwanie si¢ relacjama:

D=¢E, B=uH

J=cE oin [S/m] M=c'H o'in [Q/m]



We wspotrzednych kartezjanskich




Aproksymacja roznicami skonczonymi

wykorzystuje szereg Taylora

()= f (R)+ F (R)-(x=R)+ fz(lx) (X=2) 4 3(IX) (x=2)’ +

2 3 A3

u(x; +Ax) —u\ +Axa—u AX it +AX 62
; OXly, ¢ 2 OX° b

2 3 A3

u(x, —Ax)] —u| LA a/ AX B 83
OXly, ¢ 2 OX° o 6 OX i

S ou _u(xi+Ax)—u(xi—Ax)+ o[ AX)Z]

oxX 2AX
doktadnosc!



Komorka Yee

E(i,j+%,k+1)

A v
<
+
Az i A A
| BTG k%)

r

E(i,j+,k)

A
\ 4

Ay

(1,41, k+%)

n
A

E



Krok czasowy Yee

E E E E
T T I r 1=2At
H H H
- - . - t=1.5At
E £ £ E
I A
‘I - t t=At
H H H
— — - - t=0.5At
£ E £ E
1 A
| 1 l=0
x=0 X=Ax X=2AX X=3AX



Notacja

u, (1AX, JAy,kAz,nAt) =u,

1,],K




FDTD - rownania Maxwella w 3D

O, _LfoH, oM, o
oo el oy oz

En+1/2 T En—1/2
Xi j+12 k+1/2 Xi j+1/2 k+1/2

At
n n n n
1 ( H Zi i1 k12 H Zi i k412 H Yi js1/2 k4 H Yi ja1/2.k j

En+%
% ~ Oy javz k2 BX

Ay Az

Ei j41/2,k+1/2



stosujac przyblizenie

otrzymuje si¢

o) WA\
i, j+=k+=
1_ 2
2e
= i, j+=k+=
En+2 & e i gL
Xi,j+7k+f O 1At
i J+—,k+E
1+
2¢&
i, j+=k+=

En+1/2

Xi,j+1/ 2,k+1/2

n-1/2
ard =1

e =

i,j+1/2 ,k+1/2

i,j+1/2,k+1/2

At
¢ His i S
: L j+=k+= Zi,j+1,k+1 Zi,j,k+— Yi,j+3,k+1 Yi,j+1,k
2 2 2
x .+ ; Te
i o At Ay Az
i, j+=k+=
1+
28
i,j+=k+=

zas stosujgc jednakowe kroki przestrzenne

O AL
i, j+=k+=
1_ 2 2
2¢&

5 i j+s k=
En+2 2 I,J+2, +2 .
Xi,j+5,k+1 o lAt
q:p% P ATt

1+ 2iie2

28

i, j+=k+=
2 2

At

i,j+£,k+1

Ey + e 2 .| H) —H;
Lk O 1At i,j+1,k+% i,j,k+%

e e
22

28

i, j+=k+=
2 2

1+
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3 HYi ot ke 5 HYi ik j(A_Sj



G(i+1/2,j,k)

E(i+%,j.k)=1- % 0) E!(i+%, j,k)+
At n+v ( - . n+% [ - g
8(”1/2’]_,]()5[1{2 i+, j+ Yo k) — HE (i 45, j — Yo, k) +

+H ™ i+, j. k =Ye) = H™ (i+Y2, /. k+%5) |

S 3 T e
B k=l () +%k) E! (i, ] +Y,k)+
At n+% [+ n+% (. -
e(i,j+1/2,k)5[Hx “(6) + Yok +¥e) = HI™ (i, ] + Yo, ke =Y2) +

+H (i =Y, ] + Yo k) — HI™ (i + Y5, j + Yo, k)|

o (i, ],k +%)

En+1 T k+Y%)=1— E" (i ik 4V
z (ls_]a + 2) E(Z,J,k—l—l/z) y (l,_], + 2)+
At n+¥ ( - . St :

S(i,j,k+1/2)5[Hy 4%, ok +Y2)—HI (i =Y, j ke + %) +

+H);:+1/z (l-,j_l/z,k+1/2)_H;'+l/2 (l,] +1/2,k+1/2):|

H (i, j + Yo,k +Y2) = H' ™" (i, j + Yo,k +Y2) +
+%[Ey (i, ) +%e,k+1)—E! (i, j + Y2,k ) +
E! (i, ).k +¥e)—E (i.j+ 1,k +%) |

H!"™ (i+Y, j,k+Y2) = H! ™" (i +Y2, j,k +%2) +

ALty . Iy Firdi
+E[Ex (i+1, ), k+%)—E) (i, ),k +%)+

E! (i+%, k)= E! (i +%,j,k+1)]

H™ (i 4%, j+Yo, k)= H! ™" (i + Y, j +%,k )+

A ey : et :
+E[Ex (i+%,j+Lk)=E!(i+Y%,),k)+

E!(i,j+%,k)-E! (i+1,j+1/z,k)]



FDTD — 2D

W 2D istnieja tylko mody — TM 1 TE

Mody te nie oddziatywaja na siebie

Kiedy przestrzen jest liniowa, 1zotropowa 1
bezdyspersyjna mody te moga by¢ rozpatrywane
oddzielnie






Stabilnos$¢ — kryterium Couranta

1 1

Al < Al <

1

\/ 1 1 \/ 1 1
C + C + +
(Ax)"  (Ay)’ (Ax)°  (Ay)® (A7)’

g

c/2 e



Dyspersja numeryczna (2D)
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Normalized phase velocity, v/c
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* najmniejszy biad przy kacie padania 45°

» najwickszy blad przy 0° 1 90° (wzdhuz osi).

* blad maleje z kwadratem liczby krokow
przestrzennych przypadajgcych na dlugosc fali



Magiczny krok czasowy (przyktad 3D)

najdtuzszy dopuszczalny krok czasowy dla okreslonego
kata propagacji




ABC (Absorbing boundary conditions)

e czesto potrzeba symulowac wycinek przestrzeni nieskonczone;
 nie mozna symulowac¢ dowolnie duzej przestrzeni

* nie mozna ,,byle jak” zakonczy¢ obszaru symulacji



PML

X A
obszar obszar
symulacji PML
0. Z.
Qpad
o
[8]:8 S,
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Fale dla sktadnika TE

—iKp (SN O g X+COS O 2)

Epad (r) 7 Epade
E (r) TTEE e —iky (w/522533 S|n9trx+‘/511522 cos6,z)
tr

pad
TE Iko (SN Opaq X+COSO04 2)
odb (r) R

z warunkow ciaglosci 1+ R =T'F

| ' i TE
JE5,E4; SING, =sin 0. €080, —R-cosg, =T

822
COS O,y — / 7 COS O,
wspotczynnik odbicia R'™ = 11

822
COS O,y + / Cos 6,
811

= o
RE-g dla 6.,=06, £, =&, =&

811
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Metoda Monte Carlo
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Symulacje Monte Carlio (MC)

N

Klasyczne Kwantowe
ciagle sieciowe  wariacyjne calkowania

po Sciezkach



Metoda Monte Carlo (MC) jest stosowana do modelowania
matematycznego procesow zbyt ztozonych, aby mozna
byto przewidziec€ ich wyniki za pomocg podejscia
analitycznego.

Nalezg do nich catki oraz tancuchy stochastyczne.

Istotng role w metodzie MC odgrywa losowanie

(wybor przypadkowy) wielkosci charakteryzujacych proces,
przy czym losowanie dokonywane jest zgodnie z rozktadem,
Ktory musi byC znany.



Symulacje Monte Carlo wykonywane sg wowczas gdy problem
fizyczny mozna sprowadzi¢ do rozwigzania catki typu.

Po wprowadzeniu funkcji rozktadu gestosci
rozktadu prawdopodobienstwa  p(x)

p(x)]

j F(x) p(x)dx N




Przeprowadzmy 7 losowan liczby W+ 7 rozktadu P (%)
w granicach (x4, X,), wtedy catka przyjmie postac $redniej
po wszystkich probach;

=/ 1)
pv,)

T

Najprostszy przypadek: funkcja gestosci rozktadu
prawdopodobienstwa jest jednorodna w calym przedziale.

p(x)]

1 1

p(X) =

X2 =X




Wtedy calka przyymie nastepujgcg postac¢ dyskretng;

Zwykle w przypadkach jednowymiarowych metoda MC daje gorsze
wyniki od innych metod

DlaMC AF—-—_—_—__ Dla trapezow AF =

2
()



Algorytm MC

Wezmy dowolna catke oznaczona:

b
j f (x)dx
a
Nastepnie losujemy niezalezne liczby uy,U,,...,u, z rozktadu
jednostajnego U[0,1];
Obliczamy Xx,:
X.=a+ (b—a)u,dlak=0,1,2,...n;

Przyblizong wartos$¢ catki obliczamy ze wzoru:



T
5 jeshi f(x,) < f_., => trafienie
A jesli f(x,) > .. => chybienie
d . b X
liczbalosowan liczba trafien - i
=— J‘b f (X)X = .|ICZba trafien (b—a)f
(b-a)f., | £ (dx d liczba losowan

liczba losowan = liczba trafien + liczba chybien



Metoda dobrze radzi sobie z catkowaniem przebiegow losowych
Nie ma tez problemow zwigzanych z liczbami zespolonymi

F(X) 4

L
| LN
a b X



1
f =
" 2zyLC,

ClCZ
° C,+C,

Jakie powinny by¢ tolerancje elementow LC aby czestotliwosc¢
generowana przez uktady produkowane seryjnie miescila sie
w przedziale f +5% ?

Jaka powinna by¢ stabilnos¢ temperaturowa (typy) kondensatoréw
aby uktady produkowane seryjnie mogty pracowa¢ w zadanym
zakresie temperatur?



Dokfadnos$¢ metody

Lok Angesiego Catkowanie symboliczne

a:=2 f() = 10
2%+ X J f(x) dx — 8-atan(5)
) —10
~10,987
15F §
@ 1F ] Catkowanie metodg adaptatywng - trapezowg
05 | __rr-./.____._.- "-..___‘.“-‘H- ] 10
___— | —
0 - - : - o J f(x) dx = 10.987
. - 10
Catkowanie metodg Monte Carlo
,9,&”) =|T<«0
for iel.n c(100) = 10.8 c(1000) = 11.56 ¢(10000) = 10.988
X < rnd(10)
y; < md(f(0))
TeTHLif fx)>y, c(100000) = 10.964  ¢(1000000) = 10.997
20-T
- 2




Zaszumiony lok Angesiego

3
a=2 f(X) = + md(0.1)
a4 ¥
3 T T T
Catkowanie numeryczne
2r r""‘\:l
/™
f(x) F \\ 10
7 j _
1 // ', J f(X) dx=1
.ﬁ""'* ""ﬁ\_“ — 10
Oimm""'ww ! et
-10 -5 0 5
X
Catkowanie metodg Monte Carlo
A(:,V(n) = |T<«0
for iel.n c(100) = 14.4 c(1000) = 11.96 c(10000) = 11.784
X rmd(10)
Y. <« rnd(f(O)) C(lOOOOO) = 11.65 C(lOOOOOO) =11.716
1

T« T+1if f(xl)>yi

20-T
=
n

~10,987



